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INTRODUCTION. 



En lisant le litre «le cet Ouvrage, consacre à des théories 
ayant immédiatement précédé les lenlalives actuelles de 
bouleversement de nos idées traditionnelles, certains pourront 
penser que nous retardons d'une trentaine d'années sur 
notre époque. A ceux-là, nous pourrions répondre qu'on 
ne retarde jamais, quand on cherche à apporter un peu 
de^logique et de clarté dans des questions où ces^quajilés 
font défaut, ftôrô préférons leur faire remarquer que nos 
contemporains eux-mêmes n'ont pas craint d'écrire sur les 
principes de la Mécanique rationnelle, bien que ses équations 
fondamentales soient définitivement acquises à la Science 
depuis plus de deux siècles. Ce sera notre excuse d'avoir 
consacré cet opuscule à des théories incomparablement 



La Préface de l'Ouvrage Électricité et Optique, que, 
H. Poincaré a, en partie, consacré à Maxwell, est trop connue 
•pour qu'il soit nécessaire d'y revenir; rappelons seulement 
la conclusion suivante, qui est significative : . 

« On ne doit donc pas se flatter d'éviter toute contra- 
diction; mais il faut en prendre son parti. Deux théories 
contradictoires peuvent, en effet, pourvu qu'on ne les 
mêle pas et qu'on n'y cherche pas le fond des choses, être 
toutes deux d'utiles instruments de recherches, et peut-être 



I pas 



L (livc 



Dulicm était de ceux qui ne peuvent prendre leur parti 
de I» contradiction. Pour lui, « la Physique théorique ne 
mérite le nom de science qu*à la condition d'être rationnelle; 
elle est libre de choisir ses hypothèses comme il lui plail, 
pourvu que ces hypothèses ne soient ni supcrlliics ni contra- 
dictoires et la chaîne des déductions qui relie aux hypo- 
thèses les vérités d'ordre expérimental ne doit contenir aucun 
maillon de solidité douteuse. 

» Une théorie physique unique qui, du plus petit nombre 
possible d'hypothèses compatibles entre elles, tirerait, par 
des raisonnements impeccables, l'ensemble des lois expéri- 
mentales connues, est évidemment un idéal dont l'esprit 
humain n'atteindra jamais la perfection; mais, s'il ne peut 
atteindre celle limite, il doit sans cesse y tendre; si diverses 
régions de la Physique sont représentées par des théories 
sans lien les unes avec les autres, voire même par des théories 
qui se contredisent lorsqu'elles se rencontrent en un domaine 
commun, le physicien doil regarder ce disparate el celte 
contradiction comme des maux transitoires; il doil s'efforcer 
de substituer l'unité au disparate, l'accord logique à la 
contradiction; jamais il n'en doil prendre son parli. 

» Sans doule. on ne doit point demander compte à un phy- 
sicien de génie de la voie qui l'a conduil à une découverte. Les ' 
un», dont Gauss est le parfait modèle, enchaînent toujours 
leurs pensées dans un ordre irréprochable el ne proposent à 
notre raison aucune vérité nouvelle qu'ils ne l'appuient des 
démonstrations les plus rigoureuses. Les autres, - comme 
Maxwell, procèdent par bonds el, s'ils daignent élayer de 
quelques preuves les vues de leur imagination, cesDrejiy.es 
Jo^Uj_lro^ojjyenU£récaires elcadugues. Les uns èl les 

imprévues des seconds nous surprennent davantage que le> 
jdéducliojis^mjyMtueuseaiet^ nous 

aurions ton de vwrencéllës^IaT'pT''» qu'en celles-ci, la 
marque du génie; si les Maxwell sont plus suggestifs que les 
Gauss, c'est qu'ils n'onl pas pris la peine d'achever leurs 
inventions; c'e«l qu'après avoir affirmé des propositions 



.S~t(ue\que 



nouvelles, ils nous ont laisse la lâche, souvenl malaisée, de 
les transformer en vcrilés démontrées. 

» Surtout, devons-nous nous garder soigneusement d'une 
erreur qui est de mode, aujourd'hui, en une certaine Ecole 
de physiciens ; elle consiste à regarder les thgorjes iHo-_ 
gigues et incohérentes comme de meilleurs instrument? «le 
travail, comme des méthodes <îe découvertes plus .fécondes 
queJesjhéorùs logiquement construites; celle erreur aurait 

"'que peine à s'autoriser de l'histoire de la Science; je ne 
e pas que l'bleclrodynamique de Maxwell ait plus con- 
tribué au développement de la Physique que l'Éleclrndyna- 
mique d'Ampère, ce parfait modèle des théories que 
construisaient, au commencement du xix' siècle, des génies 
élevés à l'école de Newton. 

» Lors donc que nous nous trouvons en -présence d'une 
théorie qui offre des contradictions, celle théorie fût-elle 
l'œuvre d'un homme de génie, noire devoir est de l'analyser 
et de la discuter jusqu'à ce que nous parvenions à distinguer 
nettement, d'une part, les propositions susceptibles d'être 
logiquement démontrées et, d'aulre pari, les affirmations 
qui heurtent la logique et qui doivent être transformées ou 
rejelées » ('). 

A propos de son analyse de l'œuvre de Maxwell, Duhem 

• Cel examen, nous l'avons poursuivi avec la plus grande 
minulie, suivant de son origine jusqu'à son complet déve- 
loppement chacune des lenlalives du grand physicien écos- 
sais vers l'organisation de la science électrique. Maxwell 
avait sans cesse les yeux fixés sur le but à atteindre, el ce 
bul, bien digne de ses efforts, c'était la constitution d'une 
théorie qui embrassât à la fois les phénomènes électriques 
.et les eflels de la lumière. Malheureusement, aucune des 
( voies dans lesquelles il s'engageait successivement ne le 
pouvait mener là où il tendait. Alors, au moment où la 
^nyjogique lui intimait l'ordre de ne pas passer, sûr que l'objet 
qu il voulait atteindre était la vérité, parjine(au^ejla j g_ran - le_ 
raisonnemenloujde_çj^cjjljj]J^ 

«^spectacle de ces sauts périlleux qui arrivent au but 

) P. Doiirm, Les théorie» électriques de J. Cterlc Maxwell, p. i',. 



en narguant \c- règles suivant Icm|UcIIcs la raison du com- 
mun dès hommes esl tenue de marcher, révèle & noire 
admiration stupéfaite ce que c'est qu'un génie; l'élude des 
œuvres de Fresncl noïis réserve souvent, elle aussi, de 
pareilles surprises. 

« La meilleure manière de marquer notre admiration pour 
de tels génies, c'est de refaire leur œuvre après eux, en nous 
conformant aux lois communes de la logique.; c'est de tracer, 
pour parvenir au sommet qu'ils "onl^découverl, une roule 
sûre dont les contours évitent les précipices qu'ils franchis- 
saient d'un bond. Telle a été, à l'égard de l'audacieuse el 
déconcertante Éleclrodynamique de Maxwell, la tache a ccom- 

^Duhem a complété l'œuvre de Helmholtz, en consacrant a 
l'édification d'une Éleclrodynamique cohérente une grande 
partie de son activité scientifique. Mais vraisemblablement 
pour les raisons que nous dirons plus loin, ses efforts de 
«constructeur el de i critique souvent impitoyable » se sont 
heurtés à une indifférence à peu près générale, qu'il recon- 
naissait lui-même, non sans une certaine mélancolie, mais sans 
être pour cela découragé : « Nos efforts ont-ils élé couronnés 
de succès? Reconnaissons-le franchement, ils sont demeurés 
sans aucun effet; on ne les a ni approuvés ni blâmés; nul 
n'en a tenu compte. Le raisonnement n'a point de prise sur 
qui déclare qu'il ne se soucie pas d'avoir raison. Or, une 
admiration déréglée pour l'oeuvre de Maxwell a, chez 
nombre dephysiciens, engendré celle opinion : il importe 
peu qu'une théorie soù^bjgjque^ouabsurde ; on lui demande 
seulement de suggérer des expériences. 

» Si celle opinion devail être générale el définitive, nous 
aurions singulièrement gaspillé notre vie, puisque nous 
l'avons consacrée tout entière a édifier une doctrine aussi 
rigoureuse, aussi exactement coordonnée que possible. 

> Mais un jour viendra, n'en douions pas, ou l'on recon- 
naîtra que le rôle unique de la théorie physique n'est pas de 
suggérer des expériences; que ce n'en esl même pas le rolé 
principal; qu'avant tout, la théorie a pour but de classer et 
d'ordonner le chaos des faits que l'expérience noue a révé- 

(') P.Duhiii, Notic* ,ur ,« travaux tcitMifique; p. 10S. 



les; ce jour-là, on reconnaîtra que l'œuvre élcclrodyna- 
mique de llelmhollz était vraimcnl une belle œuvre et que 
nous avons bien fail de nous y icnir. La Logique peut être 
patiente, car elle est éternelle » ( ' ). 

Les raisons pour lesquelles les étions de Duliem n'ont pas 
abouti sont, selon nous, de deux sortes : les unes résultent de 
la forme souvent rébarbative de ses écrits et d'une certaine 
fluctuation d'idées à laquelle il n'a pu échapper; les autres, 
de certains résultats essentiels de ses théories, qui ne 
pouvaient pleinement satisfaire l«s physiciens. 

C'est ainsi que, dans ses importantes Leçons sur l'Electri- 
cité et le Magnétisme, l'appareil algébrique lient une place 
certainement excessive. Duliem a reproché à Maxwell ses 
nombreuses variations sur h»s théories électriques et magné- 
tiques, variations d'ailleurs à peu près inévitables dans une 
science en voie d'élaboration. Or c'est là une critique de 
laquelle lui-même n'est pas complètement à l'abri : par 
exemple, dans son Mémoire de 1896 Sur la propagation des 
actions éleclrodynamiques, il adopte deux constantes fon- 
damentales des actions électrodynamiques, l'une relative 
aux courants de conduction, l'autre aux courants de dépla- 
cement, en déclarant même irrecevable toute théorie qui les 
identifierait. Par une étrange cpjUxajJiclionàla Maxwell et 
sans expliquer un tel revirement, c'est pourtant a cette der- 
nière solution qu'il se résoudra dans ses publications ullé- 

O'autre part, Ouhem a insisté, après Helmhollz et H. Poin- 
caré, sur ce fail que la doctrine de Helinholtz explique 
les expériences de Hertz, c'est-à-dire est capable de con- 
duire à une théorie électromagnétique de la lumière, moyen- 
nant certain postulat appelé par lui « hypothèse de Faraday- 
Mossotti ». Celle circonstance suffisait à ses yeux pour que 
les physiciens rejetassent définitivement la théorie de 
Maxwell en faveur de celle de Helmhollz. Or, si l'hypothèse 
de Faraday-Mossolti conduit à des équations du champ 
magnétique identiques à celles de Maxwell, il n'en est pas de 
même des équations du champ électrique, du potentiel élec- 
trique et du potentiel vecteur total, qui restent différentes 

(') P. Diihbsi, toc. cit., p. 107. 



de celles de Maxwell. Celle demi-concordance ne pouvait 
donc pleinement satisfaire les physiciens; entre des équa- 
tions, mal démontrées il est vrai, mais qui paraissaient 
confirmées par l'expérience, et une théorie d'apparence com- 
pliquée, qui paraissait encore chercher sa voie, leur choix 
ne pouvait être douteux. 

On savait bien depuis longtemps que, moyennant l'hypo- 
thèse de Faraday-Mossolli et en annulant la constante de 
Helmliollz, la concordance entre les équations de Helmliollz 
et celles de Maxwell est complète, mois aucun fait certain 
d'expérience ne paraissait exiger que celte constante fût 
nulle. Bien au contraire, Duhem croyait, voir dans les 
expériences dé M. TJlondlol la preuve que celte constante 
est égale au produit du pouvoir inducteur spécifique du vide 
par sa perméabilité. H n'a malheureusement pas assez vécu 
pour s'apercevoir que la confiante <Je s HeJnihoJl^oU_7irfçM- 
sairemenl, comme conséquence de^l'exj)érience^ lajplus 
"vulglaW^fe^êvoir la valeur zéro. Dès lors, la concordance 
^3êwenrcomplèïé~el la véritable "démonstration des équations 
de Maxwell réside en la théorie de Helmliollz. Celle théorie, 
qui a l'avantage de se développer suivant les règles d'une 
Jc^jquejimgeccable et de ne poinl briser la tradition, qui 
traite avec la même aisance le cas des aimants parfaitement 
doux ou celui des aimants permanents, et qui conduit sans 
obstacle des principes posés il y a un siècle aux conséquences 
les plus certaines entrevues par Maxwell, doit donc désor- 
mais, selon le vœu de Duhem, remplacer les essais de 
démonstration dont on avait dû se contenter jusqu'ici, el 
que d'ailleurs Hertz lui-même jugeait si insuffisants, qu'il 
•rail trouvé plus simple de les supprimer par cet apho- 
risme resté célèbre : « La théorie de Maxwell, ce sont le» 
équations de Maxwell. » .,_ 



CIIANTKK I. 

liKNKRAI.ITKS. 



1. Définition des aimants. — D'après la loi de Coulomb 
des actions magnétiques, la force de répulsion qui s'exerce 
entre deux masses magnétiques ponctuelles m, m' a pour 
valeur t —z-> r étant leur distance els' une constante dite 



e fondamentale des actions magnétiques. Celle 
force est donc, contrairement à l'opinion courante, indépen- 
dante de la nature du milieu ambiant; en particulier, si ce 
milieu es( homogène cl indéfini, nous verrons (n° 9) que s' 
ne saurait être identifié avec l'inverse de sa perméabilité. 

L'opinion commune que t' dépend de la nature du milieu 
lienl à ceci : si les deux masses sonl plongées dans un milieu 
polarisable, la force observée exercée sur m résulte non 
seulement de l'action de m', mais aussi de celle des masses 
magnétiques induites dons le milieu par la présence des 
masses m el m'; or nous verrons (n° 9) que celte force 
résultante n'esl pas susceptible d'une expression simple. 

Un doublet magnétique esl une particule de volume dtsi 
renfermant deux masses ponctuelles m, — m; dl étant leur 
d.slance, le vecteur ^ 

ayant pour origine le milieu de dl el dirigé vers la 
masse m esl l'intensité d'aimantation du doublet. Le poten- 
tiel magnétique m Cfn point d'un système de masses ponc- 
tuelles étant par définition V> = V— , /étant la distance de 
la masse m au point considéré (' ), le potentiel du doublet 

(') Afin d'éviter toute confusion, signalons que beaucoup d'auteurs 
appellent potentiel magnétique la quantité •'£— > c'cst-a-dire le 



à la dislance /• de O e: 



a étant l'angle /11OM. 

l/cxpérience de l'aimanl brisé suggère de considérer un 
aimant comme un système continu de doublets, en chaque 



point O «liiqm 



«!., Z de J 



:s rectangulaires auxquels l'aimant est rapporté, sont des 
fonctions continue* des coordonnées L Y). Ç de ce point. Le- 
potentiel de l'aimant en un point Ml.r.y. z) est alors 



rolume de I 



l'intégration s'élcndanl au volume de l'aimant; celle expres- 
sion s'écrit encore, d'après une transformation bien connue, 



et nous ferons un usage fréquent de celle notation dans 
d'autres cas analogues; par exemple, il nous arrivera de 
poser 

.'|S|-E*£ + £' l*.|-*.~*P-eT. 

Lé champ magnétique 3C en M dû à l'aimanta pour compo- 
santes ^~ 

s^en M existe une masse m, le potentiel mutuel de l'ai mai) t 
et de m est, par définition, D = t'mV, de sorte que le travail 
élémentaire de la force appliquée à m el due a l'aimanl 

est— </n. 

Considéron» deux aimanta A, A' en présence: le potentiel 



«ÉNKFUUTÉS. 

mutuel de A' el d'un doublet dm constitutif de A est 



d\\ = i 



•f\«i(i-!>) 



r, r' étant les distances des masses m, — ira du doublet des 
ii un doublet rfra' de A'. Si l'on remarque que la dernière 



d H = i;,>di±J \x^\ 



d'où, pour le potentiel mutuel de A, A', 

la deuxième expression résultant de la considération des 
actions de A sur chaque doublet dm' constitutif de A'. 

En fait, les masses magnétiques sont des fictions, et les 
aimants correspondent seuls à la réalité. Ce qui précède 
doit donc être regardé comme une simple introduction à la 
définition suivante : 

Un aimant A est défini en chacun de ses points (x, y, s) 
par le vecteur -■> intensité d'aimantation, dont les compo- 
santes A, \i!>, © sont des fonctions continues de x, y, z, et 
par son potentiel magnétique (a); le champ magnétique 
de l'aimant est le vecteur 3C défini par (3); les actions 
mutuelle de deux aimants A, A' admettent un potentiel II 
défini par (4)- 

2. Distribution fictive équivalente. — La formule (») a 
un sens que le point (x, y, s) soit extérieur ou intérieur à 
l'aimant; dans les deux cas elle peut s'écrire 

<*)• Vi*,y,*)=fï^d*+f S «>?>l>dS, 

la seconde intégrale étant étendue à la surface S de l'aimant, 

avec 

(6) C(x,y,z) 1^1, »(x,y,z) \Xa\, 



el «. 3, y désignant les cosinus directeurs de la normale 
intérieure en un point (x, y, z) de S. La formule (5) exprime 
que le potentiel de l'aimant coïncide avec celui d'un fluide 
magnétique réparti dans l'aimant avec la densité cubique C 
el, sur sa surface, avec la densité superficielle S; celte distri- 
bution (t, S) est appelée distribution fictive équivalente de 
l'aimant considéré. 

Il résulte de (5), (6) el (3) que i? esl continu dans loul 
l'espace, que 3C y a partout, sauf sur S, une valeur bien 
déterminée, qu'on a 

en loul point intérieur de l'aimant cl 

en loul point de la surface scparalive.de deux aimants i cl 2, 
n, et n, étant les normales intérieures en ce point. 

Les formules (3) définissant le champ magnétique de 
l'aimani ont un sens que le p pjnuM,(x,^y J .g) soit extérieur 
ou intérieur à l'aimani; elles représentent, dans les deux 
cas, la force exercée sur l'unité de masse magnétique con- 
( C^nj l ré$_en_M par la distribution fictive équivalente. Mais la 
force exercée par l'aimant ne coïncide avec celle 3C exercée 
par la distribution fictive que si le point M esl extérieur à 
l'aimani; si M esl intérieur à l'aimant, on reconnaît en effet 
que la force exercée par l'aimani esl indéterminée. Autre- 
ment dit, la notion de force exercée par un aimant sur 
une masse magnétique ponctuelle placée à l'intérieur de 
cet aimant n'a pas de sens. Celle vérité est d'ailleurs souvent 



L'équation (7) t'écrit, d'après (3), 

,en posant 

(10) (»)!.„ ub„ *.) = (X, 3\ %,) h- 4 «'(*,• llb, 6). 



Le vecteur 

Oo') , il!. = 3C-t-/jstM (') 

ainsi défini s'appelle V induction magnétique au pojjit^M. 

3. Forces agissant sur un aimant. — Considérons un 
aimant V placé dans le champ magnétique (-X, J, &) d'un 
autre aimant; d'après (3) et (4), le potentiel mutuel des 
deux aimants est 
(ii) ll=- f(XX-t-\H..J-}-eX,)dja. 

Pour calculer les éléments P, Q, R; L, M, N de la réduction, 
par rapport à l'origine O des coordonnées, des forces exercées 
par le champ sur l'aimant supposé rigide, imprimons-lui un 
déplacement virtuel résultant d'une translation (o*j|, ÔY„ ô*Ç) 
et d'une rotation (dp, Sq, $r) autour de O; on a 

I* 8{ -i- Q Sr, -+• R «S -i- l.8/> -+- M 87 -1- N or = — Sn, 

411 étant la variation correspondante de II, qui se calcule au 
moyen de (1 1) et du déplacement virtuel 

Sx = 6{ -1- z Sq — y Sr, 

de chaque point (x, y, s)£t A. On trouve ainsi 

I J \ dx Ox àx.) ' 



-fi (*ï**f *»s> ' 



formules qui mojitrent qu'un aimant placé dans un champ 
uniforme n'est soumis qu'a un couple. 

4. Feuillets magnétiques. — Un feuillet magnétique est 

(') Égalité vectorielle; bien que la lettre ifc désigne à la fois l'in- 
duction et la composante de 4 suivant Oy. aucune confusion n'est 



iG 

une surface matérielle S, d'épaisseur / constante ,41 très 
petite, en chaque point de laquelle l'intensité dtfmanla- 
tion 9 est constante et normale à S. Il résulte alors de (6] 
que la distribution fictive équivalente se récLdil à deux 
couches de densités superficielles constantes 3/— 3 recou- 
vrant chaque face de S; la face chargée négativement est la 
face négative du feuillet, l'autre sa face positive; la con- 
stante 9 — 15 s'appelle la puissance du feuillet. 

Soient a, f$, y les cosinus directeurs de la normale posi- 
tive n à S, c'est-à-dire de la demi-normale menée vers l'exté- 
rieur du feuillet en un point de sa face posilivei en 
prenant da = IdS et en remarquant que X = aZ=a y, il 
vient, d'après (ï), pour le potentiel magnétique du feuillet 
«n un point (x,j, z), 

(.3, V=J l^ldS 

m *J K>=V^ s =- 

û étant l'angle solide sous lequel on voit, du point consi- 
déré, la face négative du feuillet.- Considérons maintenant 
deux feuillets F, F'; leur potentiel mutuel est, d'après (tf), 

"'/h?l— VI-SI— "/S* 

c'est-à-dire, d'après (iî), 

Soient, d'autre part, 4> le flux de force à travers S et 
relatif à a direction n, du champ magnétique créé par le 
feuillet F'; «< l e flux à lraverg g , el reJalif ]| ^ d(j £ 
magnétique créé par le feuillet F; on a par exemple 



<£ù, 



GÉNÉRALITÉS. |j 

de sorte que (i4) s'écrit encore 

11=-$+ = -«*+'. 

5. Énergie magnétique. — Désignons maintenant par T3, 
X>' les potentiels magnétiques de deux aimants A, A'; on a, 
d'après (4), 

Soit alors ■<? = W -i- TT le potentiel magnétique total et posons 

v . _ •— -/Kl*— -yi*-s?i— ■• 

"'— *?/l*5l**ï/l*?K 

Or, si Ton déplace les deux aimants A, A' sans changer 
leur forme ni leur aimantation, les deux dernières. intégrales 
restent manifestement constantes; d'où ity = i1l dans une 
telle modification. La fonction 4P s'appelle V énergie magné- 
tique (') du système; son expression générale est, en 
employant x, y, s comme variables d'intégration, 

< l6 > •-r/|*S|*. 

l'intégration s'élendani à tous les aimants, ou, ce qui revient 
au même, à tout l'espace. L'énergie magnétique s'écril 
encore, d'après (6), 



Mjfwrfo+^fw*, 



la seconde intégrale s'élendani à toutes les surfaces de 
discontinuité; d'où, d'après (7), (8), (3) et l'application de 
la formule de Green, 



verrons (n* 10) que 4P ne représente- qu'une partie de l'énerfie 
interne d'un système aimante. Duhem appelait O la /onction poten- 
tielle magnétique cl 4P le potentiel magnétique. Nous avons proféré 
la dénomination adoptée dans le texte, comme plus conforme à 



6. Équilibre magnétique. — La théorie de 
par influence remonte à Poisson, mais les difficultés auxquelles 
elle se heurte onl conduit Lord Kelvin à admettre les équa- 
tions de Poisson à titre d'hypothèse. Duhem a rattaché cette 
théorie à la Thermodynamique, en montrant tout d'abord 
que le potentiel thermodynamique interne d'un système 
aimanté isotrope e: 



.ï = .f H-tf'.:.y\ï'< 



-7 étant le potentiel thermodynamique du système désai- 
manté et £(-■>) une certaine fonction de •!, dépendant en 
outre des autres paramètres définissant l'état de la parti- 
cule dm, notamment de sa température absolue T. 

Les aimants réels sont des corps intermédiaires entre les 
aimants permanents el les aimants parfaitement doux. 
Un aimant permanent est celui dont l'intensité d'aimanta- 
tion est invariable en chacun de ses points en toutes circons- 
tances; un aimant parfaitement doux est celui dont l'inten- 
sité d'aimantation est susceptible de varier, la fonction #(d) 
relative à un tel aimant étant de l'ordre de V pour -1 infini- 
ment petit el sa dérivée -jr étant une fonction uniforme de 3. 

Cela posé, considérons un système d'aimants permanents 
el d'aimants parfaitement doux; d'après les principes de 
l'Énergétique, les conditions de l'équilibre magnétique 
s'obtiendront en écrivant que la variation de 4 est nulle dans 
toute modification virtuelle isotliermique où l'aimantation 
varie seule, c'est-à-dire qu'on a, d'après (18), 

(19) SUP-i-8 /V(3)</m = o. 

Or, d'après (16), 

<»o) 



■'/is«*h 

direct montre que les deux p 
des; d'autre part, 



car un calcul direct montre que les deux premières inté- 
grales sont égales; d'autre part, 
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en lenanl compte de ce que i 3-"> = | .«. 3^ | el en posant 

( '" ) /. 5 .;.■> ' 

L'égalité (19) devient donc 

/l('S*ÉM*« 

Comme elle doit être satisfaite quelles que soient les varia- 
lions virtuelles o*(«U, iR>, ©) en chaque point d'un aimant 
parfaitement doux, ces variations étant nécessairement 
nulles en chaque point d'un aimant permanent, on en 
conclut qu'on doit avoir en chaque point (x, y, z) d'un 
aimant parfaitement doux 

c'est-à-dire, d'après (3), 

(9.1) (A, il!,, e) = x(-X,|7, à), ou 3 = x.ie. 

Ce sont les formules de Poisson posées à litre d'hypothèse 
par Lord Kelvin; la fonction x de 3 définie par (aa) 
s'appelle le coefficient d'aimantation ou la susceptibilité 
magnétique. 

Moyennant les formules (a4), l'expression (10') de l'induc- 
tion s'écrit, à l'intérieur d'un aimant parfaitement doux, 

(25) il!. = ,u.lC,- 

(».5') u = i-i-4«'x 

désignant la perméabilité magnétique. Mais, il ne faut pas 
perdre de vue que le$ formules (10), (10') sont générales, 
c'est-à-dire applicables aussi bien à un aimant permanent 
qu'à un aimant parfaitement doux, tandis que les for- 
mules (a5), (a5') supposent essentiellement l'aimant parfai- 
tement doux. 

Remarquons encore que les formules (10'), (a5'), établies 
en laissant les unités arbitraires, montrent que, dans tout 
système d'unités, l'induction et le champ sont, contraire- 
ment à certaines opinions encore récemment émises, deux 
grandeurs addilives donc de même nature, el l'a perméabilité 
un nombre abstrait. 



b-apn-s (»3> cl 1*5'), .l'équation (8) devient, à la surface 
séparalive de deux aimanls parfaitement doux i et 1, 



et, à la surface séparalive d'un aimant permanent i et d un 
aimant parfaitement doux 2. 

Supposons maintenant x indépendant de 3, ce qui aura 
sensiblement lieu si 3 est suffisamment petit en cliaque 
point d'un aimant parfaitement doux; (aa) donne en inté- 

**»>-£. 

et l'expression (18) du potentiel thermodynamique interne 
devient 

i-it+W+jiWdm + f^dm, 

la première intégrale s'élendanl aux aimants permanents i, 
la seconde aux aimanls parfaitement doux a; soit, d'après ( i 7), 
(a4), (»5') et en posant £', = .?„ + yV(3)rfsj, 

Celle formule s'écrit encore plus simplement 

• l'intégrale s'étendant au système eniier, mais en convenant 
de faire ji = i à l'intérieur des aimanls permanents. 

7. Système électrisé. — D'après la loi de Coulomb sur 
les actions électrostatiques, la force de répulsion qui s'exerce 
entre deux masses électriques ponctuelles q, q' a pour 
valeur £ Z2-, r étant leur distance et t une constante dite 
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le fondamentale des actions électrostatiques. Celle 
force esl donc, contrairement à l'opinion couranle, indépen- 
dante de la nature du milieu ambiant; nous verrons d'ail- 
leurs (n°9) les raisons qui ont conduit beaucoup d'auteurs 
à identifier e avec l'inverse du pouvoir inducteur spécifique 

La distribution de l'électricité sur un système esl définie 
en chaque poinl d'un corps conlinu par la densité électrique 
cubique e, en chaque poinl d'une surface de discontinuité 
par la densité électrique superficielle a; un corps esl dil 
conducteur si l'électricité peul s'y déplacer, isolant dans le 
cas contraire. En outre, l'étal de polarisation diélectrique 
est di-fini en chaque poinl par les composantes A, B, C de 
{'intensité de polarisation J analogue à. l'intensité d'aiman- 
lalion -3; un corps esl dil diélectrique si le vecteur J est 
susceptible d'y avoir une valeur non nulle, impolarisable 

ht potentiel électrique en un poinl (x, y, z) de l'espace 
esl donc, d'après (a), 

v(*,,,*)-yj>+y^«is-r/ |A^|<fa, 

ou encore, d'après (5) el (6), 

(38) \(x,y,i)=f e -~^-dr!,-*-fl±îdS, 

E, 2 étant, au poinl (£, i), Ç) où se trouvent les éléments dm 
ou dS, les densités cubique el superficielle de la distribu- 
lion fictive équivalente de la polarisation du système définies 
par les formules 

(*9) E<*,jr,*)--|£|, ^. S(*,;k, *) = -|Aa|. 

Il en résulte que V esl conlinu dans tout l'espace; que le 
champ électrostatique II, dont les composantes X, Y, Zsonl 
définies par les formules 
(3o) ' (X,Y.Z)=-.^_. 

a partout, sauf sur S, une valeur bien déterminée el donne 
lieu aux mêmes remarques (n° 2) que le champ magnétique; 



(3.) AV = .(^_^|^j) 

en tout point intérieur d'un corps continu et 

<-' S*£-.«-"i».-*««i, 

en tout point de la surface séparalive de deux corps con- 
tinus i et a, n, et », clam les normales intérieures en ce 
point. 
L'équation (3i) s'écrit, d'après (3o), 



en posant 

(R,, B,, B i) = (X,Y, Z) + 4z«(A r B,C). 
Le vecteur 
< 3Î > I* = Il -s- .ï-srt J (") 

ainsi défini s'appelle Vinduction électrique au point (*■, 
Uénergù électrostatique (') du système est, d'après (16'), 

<3i) w„iyv(, + E)aw + iyv(. + ï)<fc!i 

LtruT/ofSet! 29 ' (30) ' ^ (3ï) " , ^ i -^.- 
(V) W =8^/ H '^- 

à?v£S b V lec - ritlue ; ~ Du,,em a rallac, ' é,a "•*>"« 

u»lï£^ nqUe * ' a The ™o<^an,iq«e, en montrant . 

n Remarque .n.logoe » celle de 1. p.g* l5 . 
(') Uea,.t, ue aoalogoe a celle de I. £.£ ,,. 
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.frétant le potentiel thermodynamique dulsjwfCme à l'état 
neutre, f(J) une fonction de J, dépendant en outre des 
autres paramètres définissant l'état de la particule dm, 
notamment de sa température absolue T, et © une fonction 
dépendant de l'étal de la matière au point (4.-, y, z), dont 
les dérivées premières en x, y, z sont continues dans tout 
l'espace et dont les dérivées secondes en x, y, z sonit égale- 
ment continues dans tout l'espace, sauf sur les surfaces de 
discontinuité. La définition du diélectrique parfaitement 
doux est analogue à celle de l'aimant parfaitement doux; 
nous supposerons toujours les diélectriques considérés par- 
faitement doux, car l'analogue de l'aimant permanent ne cor- 
respond à aucune réalité. 

Cela posé, considérons un système pouvant être diélec- 
trique parfaitement doux en chacun de ses points et dont 
certaines régions 1, 2, . . ., n sont en outre conductrices, à 
l'exclusion du reste du système qui est isolant. Chaque 
conducteur i du système étant ainsi isolé, la quantité totale 
d'électricité qu'il porte 

(37) 



X e "°+f" 



demeure invariable. Les conditions de l'équilibre électrique 
s'obtiendront alors en écrivant que i$ est nul, dans toute 
modification virtuelle isothermique de la distribution laissant 
constante chaque quantité totale d'électricité (37), c'est- 
à-dire qu'on a, d'après (35), 

(38) «A + îW-i-î ff(i)dm = o. 

Or, on a, d'après (36) et (34), 

SA = Te Se dm ■+■ fe S» dS, 

(3y) ÏW = i /'(« + E)8V(to+j/'(«+2;)5VrfS 

+ ^ f\'S(e-i-E)dro-t- j /"v8(.+ S)rfS 

= 1 f\ i(e-r-E)dv> + 1 f\ «(»-(-£.) dS, 

car on reconnaît que les deux lignes du second membre sont 



égales; d'au lie part, on.a, d'après (ai), # 

Mo) */"f( J ) «A» -/"|j «*(*., 

/ désignant le coefficient de polarisation diélectrique défini 
par l'égalité 

analogue à ( M ). Comme, d'ailleurs, une intégration par 
parties donne, d'après (ao.), 

/v»E* + /vtt*- i /|£,A|*. 1 

l'égalité (38) devient 

AcV-i-e) Serfs, 

*> v ->*— /l(-S*ÎH*« 

Les de» premières intégrales s'étendent aux conducteurs 
seuls, pu.sque e et , ne peuvent varier dans la région isolante: 
la tro.s.ème s'étend au système entier. Celle égalité devanl 
être vérifiée pour toute modification où l'on a, d'après (3 7 ), 

fudm+fujs— <« = ,,, n)< 

v,t "îi x b" c r unies D " ielles qu ' on ah que,s que soieni 

zfuV + B-D t )Sedw 

*"> v --*>— Vl(-£*î)»*h-^ 

SnZr n i c° n . S vot élendant ^ " «— -« - *"~ 

en chaque point du conducteur * et 

U3) (A, B, C)=_,*__£Y__ 
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en chaque poinl du système, c'esl-à-dire, d'après (3o), 
(44) (A. B, C)=*(X, Y, Z), ou J = *II. 

Inégalité (33) devient ainsi 
(15) B = KII, 

(jG, K = i+4»:«A 

désignant le pouvoir inducteur spécifique. Les grandeurs B, 
11, K donnent lieu aux mêmes remarques d'homogénéité que 
les grandeurs magnétiques correspondantes iH, X, fi (n° 6)-. 
Enfin l'équation aux surfaces séparalives (3a) devient, 
d'après (44) et (46), 

(4 7 ) K, — + K,— 4r«. 

Si l'un des conducteurs est homogène, 6 y est constant, de 
sorte que, d'après (4a). le potentiel électrique V du conduc- 
teur est aussi constant; on y a donc (H, J, B, e = o) d'après 
(3o), (44 )i (45), (3i), de sorte que la charge du conducteur 
est purement superficielle. 

Si l'un des conducteurs est formé de deux conducteurs en 
contact séparément homogènes i et 2, la constante D étant la 
même pour le conducteur entier, l'égalité (4») donne 

ev,M-e,= «v,-(-e„ 

V| _.V,= ÎL=-®!; 

c'est la différence dé potentiel de contact. 

Supposons maintenant k indépendant de J, ce qui aura 
sensiblement lieu si J est suffisamment petit en tout point 
du système; on a, d'après (40< 

«'>-£■ 

et l'expression (35) du potentiel thermodynamique devient 

£ = $,+ A + Vf-t-f^djB, 
soit, d'après (34'), (44), (46), 

(48) $=$.+ * + £. fw dm. 



9. Remarque sur les actions entre conducteurs électrisés 
et entre aimants permanents. — Considérons des conduc- 
teurs homogènes éleclriscs plongés dans un diélectrique D 
homogène, isolant, non éleclrisé, indéfini et de pouvoir 
inducteur spécifique constant K. L'équilibre électrique étant 
supposé établi, le potentiel électrique V du système est 
constant sur chaque conducteur, harmonique dans D d'après 
(3i) et (43); enfin, d'après (36), (47) el Ci 8 ). Ia densité 
électrique sur chaque conducteur et le potentiel thermody- 
namique du système sont 



(49) < 



4r. ,) 



3 = £,+ f e»,/S - ^ Ck\\> rfn, 



la dernière intégrale s'étendanl à D seulement, puisque 11 est 
nul dans chaque conducteur. 

Posons alors \ =: -£, e = Ke,; '» fonction V, reste cons- 
tante sur chaque conducteur et harmonique dans D. On a, 
d'autre part, H =H,, H, étant le champ calculé d'après (3o) 
en remplaçant V par V, et e par t, ; de sorte que les for- 
mules (49) deviennent 

«»■' — iS- #-#.+/••** 1=1/"» * : 

La comparaison de (49) à (49') montre que la distribution 
électrique sur le système considéré et les actions qui s'y 
exercent, dont le travail virtuel est — $$, sont celles qu'on 
calculerait si, faisant abstraction du diélectrique D, c'est- 
à-dire le remplaçant par un milieu impolarisable, on attri- 
buait a la constante des actions électrostatiques, non pas sa 
valeur réelle e, mais la valeur fictive *i= ]?• On peut donc 
dire que la force de répulsion qu'on observe entre deux con- 
ducteurs de petites dimensions par rapport à leur dislance r, 
portant des charges q, q' et plongés dans un diélectrique 
isolant, homogène, indéfini et de pouvoir inducteur spéci- 
fique constant K, est 
(5o) F = £*!,-' ■ 

En fait, la force réelle qui s'exerce entré les deux conduc- 



gAnAralités. ij 

leurs esl toujours e 2^- d'après la loi fie Couloml); mais la 
loi-ce observée résulte de celle-là et des actions du diélec- 
trique polarisé sur chaque conducteur. 

L'analogie entre l'Électrostatique el le Magnétisme peut 
Taire croire a l'existence d'une proposition analogue à la pré- 
cédente, quand on remplace les conducteurs par des aimants 
permanents A el le diélectrique isolant ambiant par un 
milieu parfaitement doux. D de perméabilité constante p. 
Nous allons voir qu'il n'en est rien. En effet, d'après (7) et 
(23), le potentiel magnétique 1? du système est harmonique 
dans D; à la surface séparalive S de A el de D on a, 
d'après (26), 

;t, étant la normale intérieure à A, n celle à D; on a, enfin 
d'après (27), 

(5v.) ~i ^g^J—l 3C«rfon- ^ fpWdm. 

Si maintenant on pose V — — • c'= fi*',, la fonction V>, reste 
harmonique dans D; sur S, on a 

<*■'> -;g +5=^-1. 

et comme on a encore, d'après (3), 3C = 3C„ (5i) devient 
(52') 9 = $;+^-, JKÏdw+^j X*d<n. 

On voit ainsi qu'il n'esl plus possible de passer de (5i),(52) 
à (5i'), (5i') en remplaçant \*> par %?,, e' par e", el en faisant 
fi = 1 ; des conclusions analogues à celles de l'Électrostatique 
ne sont donc plus possibles, -f,'ji iy Cf Q 

.10. Énergie interne d'un système ilectrisé et aimanté. 
— D'après lés principes de l'Énergétique, l'énergie interne U 
d'un système défini par des variables normales se déduit de 
son potentiel thermodyjuimique interne $ par la formule 



« étant 1'cqnivalcnl mécanique de la chaleur et la tempéra- 
ture T étant supposée uniforme; dans le cas contraire, celte 
formule reste valable pour une particule du système. 

Comme les corps éleclrisés et aimantés n'ont aucune action 
mutuelle, le potentiel thermodynamique d'un système élcc- 
trisé et aimanté s'obtient en additionnant les termes de (18) 
et (35); si l'on remarque enfin que W et W sont indépen- 
dants de T, légalité précédente donne 

(53) eu = «i) < ,+ <j?--- fU<*)- 

+ M+W+ r[f(J)- 

r«rH./( é - T S)-—/( e - T îî)- s 

et U. désignant l'énergie interne du système à l'étal neutre. 
Dans le cas particulier où x et k sont indépendants de -1 el 
de J, au sein de chaque aimant el de chaque diélectrique 
parfaitement doux. (53) devient, d'après (37') el (/|8). 

(ii) cu = et; 



T -7T\ 






égalité où l'on doit faire |i = iè l'intérieur des aimants per- 
manents el où U' a une signification analogue à £' . Beaucoup 
d'auteurs substituent à l'expression générale (53) l'expres- 
sion (55) débarrassée de ses deux derniers termes. 



11. \Couranls de conduction el de polarisation. — 
Lorsque la distribution électrique varie avec le temps, on 
fait correspondre à cl^ague.jpoini^^;^ y, z) d'un corps 
conducteur un vecteur (u, c, w) jTorigiue M, appelé densité 
du courant de conduction en M el défini 3e la manière sui- 
vante : soient, à l'instant t, dS un élément de surface lié à la 
matière el passant par M, Ma une demi-normale à rfS de 
cosinus directeurs a, (3, y; par définition du vecteur (u, v, w), 
la quantité d'électricité qui traverse dS dans le sens de M/» 
pendant le temps dt a pour valeur (ua + v$ + wy)d$dl 
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i\ en résulte qu'on a, en chaque point d'un milieu en repos 
par rapport aux axes de coordonnées, l'équation de conti- 

..... <)u <h> div de 

et, en clinque point d'une surface de disconlinuilé séparalive 
de deux conducteurs i et a. 

< S? )«,«, -h *. fr + «>, T , + «, x, + ..,?, + .», y».- J = o. 

Le courant de conduction est dit uni/orme si chaque 
dernier terme de (56) et (07) est nul; il est dit permanent 
s'il est uniforme et constant. 

Le vecteur J variant avec le temps, on fait correspondre, 
à chaque point M d'un corps diélectrique en repos par rapport 
aux axes de coordonnées, le vecteur de composantes -j-, -7-» 
g-» d'origine M, appelé densité du courant de polarisation 
en M. H" est facile de vérifier que ce vecteur est de même 
nature que le précédent (u, c, «'). Si le corps est à la fois 
Conducteur et diélectrique, ce qui est le cas général, les com- 
posantes de la densité du courant total en un point de ce 
corps sont 

,58) /=„-£. ,_....* /.=.-£• 

Il résulte alors de (29), (56), (57) et (58) qu'on a 

K 9> Ùx Oy^ ,)z àt 

en chaque point d'un milieu continu en repos, et 

(60) /,«■ + f.fi.-H A, y, +/.«.+ *>?."- Vf. + d ^ L ST 1 =<> 

en chaque point d'une surface séparalive de deux milieux en 
repos 1 el a. Le courant total est dit uniforme si chaque 
dernier terme de (5g) et (60) est nul. Or oii a, d'après (38), 



_ f <)(c + E) dm f à(o-i-Z) dS 
~J àt r "V dt r ' 



Le courant total ne saurait donc être constamment uni» 
forme, sans quoi le potentiel électrique du système resterait 
invariable. 

L'égalité (61) s'écrit encore, d'après (5g) et (60). 

Un courant linéaire est celui qui traverse un fil, anque 
le vecteur (/, g, A) est partout tangent; le produit I de ce 
vecteur par la section <•> du fil en un point M est V intensité 
du courant linéaire en ce point; l'égalité (5g) devient alors 

rfl 'H±±B.. .. 

ou, d'après (5g), 



$ étant l'abscisse curviligne du point M comptée le long du 
fil, et 1 la valeur algébrique de l'intensité suivant la tangente 
en M dans le sens des s croissants; l'égalité (60) devient de 

;r -,,^^.... 

Les équations (62) et (614) montrent que l'intensité d'un 
couranl linéaire uniforme est constante tout le long du fil'el 
que l'intensité d'un couranl ouvert peut être différente de 
zéro aux extrémités du fil. 

Au lieu de la densité du couranl de polarisation ^ — 

considérée par Helmholtz, Maxwell considère la densité du 
courant de déplacement 

K à(X, Y, Z) _ K d(\, B, C) ) 



d'après (44) et (46). Celle dernière expression montre que 
le courant de polarisation se confond sensiblement avec le 
couranl de déplacement, si le pouvoir inducteur spécifique 
est très grand par rapport à l'unité. 
L'égalité (3g) appliquée a la variation réelle d'un système 
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en repos s'écrit 

™. = , y v *^ii' rfm * ,y v îh^' ,«, 

d'où, d'après ('>()), (Co) et une intégration par parties, 

Un calcul analogue donne, d'après (5'i), (~>6), (5-) et eir 
supposant la teinpcralurejndépendanle de l, 



K(« 



12. Lois d'Ohm el de Joule. — Considérons un système 
en repos, dont la température el l'étal de polarisation dié- 
lectrique el magnétique sont indépendants de / et où, par 
suite, les courants de polarisation sont nuls; les courants de 
conduction supposés permanents sont déterminés par la 
loi d'Ohm 
(«7) P(«,»,»)-(B»E„E.), 



p étant 1 


a résistii'ité au 


point 


<*.**> 


. Ex 


, E,, E; 


., les com- 


posantes 


de la force 


électromotrice 


totale eo 


ce point 


définies j 


par les égalités 












(68) 


(K,,E„E.)_ 




V + 6) 


(?.r, 


?>> ?s). 




?*. ?.>■. <f 


i s étant les conr 


iposan 


tes de la , 


fore 


:e élsctromotrice 



hydro-électrique au même point. 

Le système élant immobile, le travail élémentaire des 
forcés extérieures qui lui sont appliquées el sa force vive 
sont constamment nuls; on a donc, d'après le premier prin- 
cipe de la Thermodynamique, dQ = — rfU, dQ élant la 
quantité de chaleur dégagée par le système pendant le 
temps dt, d\i la variation correspondante de son énergie 
interne. 

Or, Jej^cjjLUj^nt|_^anljnva^iabJes, Duhem admet que dU 
est caîcutâbîepBT(5$yrcequfo\>nne, d'après (65), (66) el 
les hypothèses faites sur l'étal du système, 

(69) «<*Q «dU,-<fcJ|«^(«V-H9-Tj)|rf<,. 



Mais on a, d'après (68). 

_ [, v -, e - T^j = ?,- i -^ - i.x+ i , n . ix jj. 

et, daprcs la lliéorie des forces clectromolrices hydro- 
électriques, 
(7 o) €M^d,f\u[ 9 ,-r^)\dm~o; 

de sorte que (69) devient 

<„, M,.*/|.( t -T**£S)K 

Celle égalité exprime ce que nous appellerons la loide Joule; 

en lenanl compte de (67) el (68), elle s'écrit encore 

««.-*/(H-M"whS|-£H'*l)*» 

le premier terme sous le signe somme correspond à l'effet 
Joule, le second à l'effet Pellier, le troisième à l'effet 
Thomson, le quatrième à la chaleur chimique des sources 
hydro-électriques. 

13. Induction Heclrody mimique el électromagnétique ; 
loi de Joule généralisée. — Lorsque les conditions imposées 
au système au début du n* 12 ne sont pas remplies, les 
formules (67) exprimant la loi d'Ohm subsistent, a condi- 
tion* de remplacer les égalités (68) par les suivantes : 

<5»> (E„ E r , E.) j£j% + <?-. Tr. ?») + <C'C„ C), 

( c *i c n £*) étant un vecteur appelé force électromotrice 
d'induction au point (x,y,z). Duhem admet alors que 
l'égalité (71) doit être remplacée par la suivante: 

qui exprime la loide Joule généralisée. 
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IV. Induction électrodynamique entre courants linéaires; 



équivalence des feuillets magnétiques et des Ci 
formes. — La position mutuelle de deux éléments linéaires 
MM| = <&, M'M', =</.?', parcourus par des courants I, I' 
' compté» positivement de M vers M, et de M' vers M',, est 
définie par leur dislance MM' — /■, les angles 0, 0' de MM,, 
M'M', avec MM' et l'angle o> de M M.,, M'M',. 

Supposons que ds, ds' appartiennent à deux courbes 
fermées C, C'j faisons choix d'un sens de parcours positif le 
long de C, C et soient S, S' deux surfaces arbitraires ayant 
C, C pour contours, /«, n' les normales positives en un point 
de ces surfaces, c'est-à-dire menées dans le sens de pénétra- 
lion de deux lire-bouclions traversant chaque surface en 
tournant dans le sens positif le long de C, C; on a 

( 7/1 > f f c0 »° ™ s0 ' dt ds - = Ç Ç e ^Lds ds 



—Jf£î?* 



Cela posé, la force éleclromolrice induite dans l'élément ds 
par l'élément de courant (I', ds') a pour valeur, d'après 
Helmhollzel Duhem, 

(7i) _ Trfi[( i 77 : " cos,,> " , " '-JT - cos0co59 ') r *'*']' 
— étant une constante dite constante fondamentale des 
actions électrodynamiques, ). une constante ^numérique 
appelée constante de Helmhollz et d désignant la variation 
totale éprouvée par la quantité entre crochets pendant le 
temps dt. Remarquons que celte expression ne dépend que 
du changement de position relative des deux éléments ds, ds 1 
et nullement de leur mouvement absolu. 

l'énergie, éleclrodynanuque des deux éléments de cou- 
rants (I, ds), (I', ds 1 ) est, d'aulre pari, 

(76) </n =- ^ II' (!±^cosw -t- i^cosecos»') dtds', 

le travail élémentaire des forces électrodynamiques s'exer- 

çanl entre les deux éléments étant égal à la variation 

Seltntia, n> 40. 3 
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changée de signe de rfll, calculée en laissant I el I' cons- 

Si l'on suppose I' uniforme, I' esl constant tout le long 
de C; de sorte que la force éleclromotrice totale C induite 
dansC par C est, d'après (76) el(-4), . 



3 ill J J on On 

durants sont uniformes, 
deux circuits esl, d'aprè 



el, si les deux courants sont uniformes, le potentiel électro- 
dynamique des deux circuits esl, d'après (76) el (7$), 



< 7 8) n = ±-llj J j^dSdS: 

La comparaison de (i$) el (78) montre alors que le potentiel 
mutuel de deux feuillets magnéliques coïncide avec l'énergie 
électrodynamique de deux circuits parcourus par des cou- 
rants uniformes, si les feuillets ont même contour el même 
face positive que les circuits et si l'on a 

(79) -£=l = »/?*, 4lVyTf, 

moyennant quoi, (i5) s'écrit 



—**'//* 



de sorte que (77) devient 

(80) ' C „_Â«, 

valeur qu'on démontre égale à la force éleclromotrice que le 
feuillet t induirait dans C. Un feuillet magnétique esl donc 
équivalent à un courant uniforme I de même contour, dont 
la face positive* coïncide avec celle du feuillet el dont -la 
puissance * esl définie par la première (79). 



CHAPITRE II. 

KLKCTROnrKAUlQl'R HT KLECTBOUAGNÈTIQUE. 



15. Composantes de la force électromotrice élémentaire 
d'induction éleclrodynamique en un point, suivant les 
axes principaux de dilatation en ce point. — D'après (76), 
la force éleclromolricc eds' induite dans l'élément ds' par 
l'élémenl de courant (I, ds) esl v 

(81; e <fc' <ft =-^ 8 r(^cos«o+^cosOcoso)l<fa </*'], 

S étant la variation éprouvée par la quantité entre crochets 
pendant le temps dt. 

Cela posé, soit e x dx la force éleclromolrice induite dans 
l'élémenl dx parallèle à Ox ^M^JJV&i"!,^^» y< s )< P ar ' e 
courant total traversant upe particuleoiT <îû système ; on 
admet que les composantes de la force éleclromolrice 
d'induction éleclrodynamique en M onl'pour expressions 

(8».) 



(C x , C y , C : ) =f(e x , .,, e : ). 



t>> e z ayant des significations analogues à e x el les intégra- 
tions s'élendanl au système enlier. 

Calculons tout d'abord e x , e r , e„ en prenant comme 
axes de coordonnées les axes principaux de dilatation 
Mxys en M. 

Pour pouvoir appliquer ,(81), prenons da = dSds, 
dS étant la section d'un élément de conducteur linéaire 
PP, = ds dirigé suivant la densité C du courant total en P 
de composantes/, g. A; l'intensité I du courant qui par- 
cour* ds esl ainsi 1 = C«JS, d'où lds = Cdw. Soient, 
d'autre part, «, |3, y les cosinus directeurs de ds, t, m, n 
ceux de MP; on a, puisque dx joue le rôle de l'élément ds 1 , 

cosw = a, cosO = /a-t-mp-h/iT, cos A '=/, 
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de sorte que (81) donne, en remarquant que 

ou encore 
(l 3) i . x A=-^«j[^/+47 i|<,/ -"* H ""* ) ]* , | 

_*! TL±ii/- ! -i^- x /(//+/.i »-i-«/.)]<» I rfo>, 

j t — ifk désignant la dilatation principale en M suivant Mx 
éprouvée par l'élément dtn pendant le temps dt. 
Si donc on pose 

(84) (i, 6, «)=^ (/,*r.'«> 

+ ^C. '». nHI/+mg + ni,), 
l'égalité (83) devient la première des suivantes : 

I e x dl=- — lHfdxD)+ td l dm\, 
(85) l c x dt=— — |S(e</o)-t-e<J,</n>], 

[ e , </<=_*! [i(Qdm>-i-4à,dm], 

d„ à, désignant les deux autres dilatations principales au 
point M. 

16. Composantes de la force électromolrice élémentaire 
d'induction électrodynamique suivant des axes quel- 
conques. — Soient, par rapporta un nouveau système d'axes 
quelconques 0, *,/,*,, a, p, y; a', p\ /; «*, P', y* les 
cosinus directeurs des anciens axes Mx, My, M s; x, y, a; 
(, T), C les coordonnées de M et de P, de sorte que 

r« = |(Ç-x)M; 

'*■• «ru «j,î/n j» *iî '11 *n 4i les nouvelles composantes 
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des vecteurs (e x , e y , e ; ), (/, g, h), (S, «, 4). On a 
(80) (e x „ e ,„ e.„) = (a, 8, y) c, + («', 6', T ' )« r + («', 3', Y ')«r. 
(«7) V, g, *) = («.■',«•) /• + (», P',r)*i+(T. T'.V)*!. 
(«/') (/i.fi, *i)-(«, ?. Y) / + («'■ P'.ï')* - («',P',f)A, 

(88) (/, 6, 4 ) = («,«'.»') i, + (p, p',p")»i + (T. V'. /)«., 
(88')(i„e„« 1 ) = («, B, y) i +(«',B',y')« +.(«', B', y*)*. 

On en déduit, d'après (84) et (87'), 

(89) i, = -^/, + ^C» + »•»'+ »«')(//+ m, + nh). 



(90) /(a,6, ï ) + m(aSS',Y') 



et, d'après (8 7 ) et (90), 

//+ mg + nh = 1^/, + 2^ *, + ^-i /.„ 
de sorte que (89) devient la première des égalités 
<9D (*i, •i.«i)=- L ^</., *.,/<■) 

3: (J-*.s-.r,C-*) 

On a d'autre part, d'après (85) et (86), 

(91) — Jye.,., dt = a 8(i dm) + «' 8(« <*n) + a* S(4 dm) 

-(-(afd, -!-«'•«»»+ cf$ d,)dm 
et, d'après (88'), 

t(i,dm) = *S(idm) + a , $(*dm) + a'S(4dm) 
-(- (i Sa + Sa' H- 4 8a') «te, 

de sorte que (9») devient 

( 9 3) _ JLe. 1 . l </i = 8(i 1 <te)-i-[J(ac> 1 -8a)-t-«(a' < »,-«a') 

-1- #(«•<>,— 6a')]<te. 



Mais, a), u'.w' désignant les composâmes suivant 0,x,j' l £ l 
de la rotation moyenne du triedre M; Tys pendant le temps dt, 



d'où, d'après (88'), 

/ Sa -+- e 8a' -t- ■) Sa' = «, <o — «, «*. 
L'égalité (93) devient ainsi, d'après'(88), 

( 9 4) —2- e . rt dt = h(£,dm)-h[ i, ( a» d, -t- a'» «!,+ «'' «>,) 
-Ke,(apd,-t-<i'p'</,-t-a'P'd,) 
+ «,(»Yd,H-a'Y'rf,+ »Y«'») 

Or, la Cinématique des milieux continus nous enseigne 
que les dilatations principales en M sont liées aux. compo- 
santes ix, dy, Ss du déplacement de ce point suivant les 
axes 0,x t y,s, par les relations 

!«•<», + «'* <;,+«•• à,=^., 
iprf, -t- a' p'd, + «' p'rf, = ^ - o.', 
a Y «»,-i-a' T '<),-4-«' ï *rf,= ^f -+-o>' ('); 



(') Les formules (g5) peuTent être établies comme il suit : soient 
a, b, c les composantes du déplacement subi par M pendant le 
temps dt, suiTant les aies principaux de dilatation en ce point, dési- 
gné» j»r Uxyz au n* 15 et que nous désignerons ici par M{i)Ç ; 



/de.di_ do d, 

l du ■*" dÇ - °- d; "•" dj 



= 5;' 

d* . *» _ ' 

dT + d7 = °- 



Q _ i/d£_d»V_dc dé 



= 5ç — 5ç- ■ = * — *• 

D'autre part, lea composantes l(x,y,z) du déplacement de M 
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l 'égalité (g.'i) devient ainsi la première des suivantes : 

où nous avons effacé l'indice i désormais inutile au bas des 
nouveaux axes Oxyz et de toutes les quantités qui s'y rap- 
portent. D'après (gi), les fonctions i,é, 4 figurant dans (g6) 
sont donc définies par les formules 



l les aies quelconque» 0,*,^,», sont 

Hx,y, z) = («,?, t)o -+■ («'. P', T')*+ («'. P". ï'K 



on a, d'après (A) cl (H) et en tenant compte des relations entre 
cosinus, 

'"' ] IF = «K+«'M,+ «'?'«>,+ Y0+ y'0'+ Y*Û'. 

Mais comme 
, (u,a.', u -) = (<i,P >ï )Û + («',p'.Y")a' + («*.P'.T')0', 
les formules (C) deviennent immédiatement celtes (g5) du texte. 



17. Composantes de la force ëleclromolrice d'induction 
électrodynamique; potentiel vecteur électrique. — D'après 
(8î), (96) et (97), les composâmes (£,, £ y , C s ) de la force 
ëleclromolrice d'induction éleclrodynamique au point 
M(x, /, s) sont données par les formules 

■ m __£(.,„,£h.«$*h£). 
U*--?(»~'£~«£~»£)' 

où F, G, H sont les fonctions de .t. y, s, l définies par les 
formules 

/, £, A étant des fonctions de < el.des variables d'intégra- 
tion £, ri, Ç; ces fonctions F, G, H sont les composantes d'un 
^ectej^r^ojrijine M appelé potentiel vecteur électrique en 

Comme d ailleurs ' 

„, «>F_ dF. dF, âF .. 

F -u dF> l di 



/ <»F , 

•osantes de h 
xyz considér 



a, 6, c étant les composantes de la vitesse du point M 
par rapport aux axes Qxyz considérés, les formules (98) 
s'écrivent 



IN HLECTRODYNAMIQIE IT ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 



»)]-t-^=(*A-c£), 



*- — 

[«.-?[ï*i<.F*.0*..,]»J. l -.ft 
en posanl 

„ a /à? di\\ 
< ,0,) U=^(57-^)' 

Remarquons que les expressions (100) sont valables pour 
un système animé d'un mouvement quelconque, sauf que le 
courant total figurant dans (99) n'est plus donné par les 
formules (58), qui supposent essentiellement le système en 

18. La fonction V)(x, y, z, t). — La fonction 

est continue dans tout l'espace a 
lielles des deux premiers ordres; c 

(10a) ÙTD = i^j-, 

ûx ixj àt ûx <s./ ût ûx ' 
car Ar = -• En appliquant la formule de Green et en remar- 
quant que -3 r--j — est nul sur chaque surface sépara- 

live S, il vient 

dx iitj àx àt i*J àx àt \ûn, "*" ûn,J 



Orona, d'après (61), (3a) et (ag), 
,)V J(f-*-K ) à /rfV ,)V\ _ <(«-!- 1) 

A -3# = — 4 ~ — s? — ■ sU^ + *ï;;- <~ * » 

d'où 

*T = / Si — 5?— ^ "V S — 5Ï— <fô - 

Celle égalilé est entièrement générale; supposons mainte- 
nant le système en repos par rapport aux axes Oxyz aux- 
quels il est rapporté : elle devient, d'après les équations de 
continuité (5g) et (6o),- 

et, en intégrant par parties, 

Or, il résulte de l'expression /■*= | {x — £)' 1 qu'on a 

£± ■ , (£-*)' *r g-x)(r l -y) 

dxà\ , r r» ' dxdn r» ' 

*r _ (E-jHÇ-z) 
dx*.- r» * 

d'où 

Celte expression, comparée à la première (99), donne la 
première des égalités 

00 /• g< A sont dee fonctions de t et des variables d'intégra- 
tion £, ti, C- 

1». Propriétés du potentiel vecteur électrique. — Les 
égalités (io4) montrent que les fonctions F, G, H et leurs 
dérivées partielles du premier ordre sont continues dans tout 
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l'espace; on en déduit 

Mais on a, en intégrant par parties, 

r\à/\dm r. f - , ,rfS JV 

d'après (61'); d'oii, d'après (102), .crh ,/ t.*ï, /■)(* 

/.«^ dF dG dH" , <>V -*?'? 

(,o5) te + ôï + i; — x -n- 

D'autre pari, la première (io4) donne 

d'où, d'après (10a), la première des formules 

(.06) A(F,G,1I) <«</,,, A) + <,_x.)j_£JL_. 

Enfin, les formules (101) s'écrivent, d'après (io4), 

•<-.r...«)-^y(*^-^)*. 
Ac.*-,«>-£y (#£-/£)*. 

où/, |,* sont des fonctions de £, ï), Ç, t. 

20. Potentiel vecteur magnétique et potentiel vecteur 
total. — Les conditions d'équivalence dés feuillets magné- 
tiques el des courants uniformes (n* 14) conduisent à énoncer 
le postulat suivant : 

Tout élément magnétique engendre la même force 



forme équd 
et de même 

é. I 



électromotrice d'induction que le courant uniforme 
valent au feuillet magnétique de même volume e' ' J 
intensité d'aimantation que l'élément considéré. 

Soit alors dts un élément magnétique du système au 
point (£, D, C) où l'intensité d'aimantation est 3; l'intensité I 
du courant uniforme équivalent au feuillet de puissance <P 
est donnée par la première (79). Or, dS étant la surface du 
feuillet et / son épaisseur, on a <f = /-l, rftj = / dS; de sorte 
que (79) devient 
(,08) A |rfS = v /? < Wra - 

Le courant 1 étant uniforme, (io3) montre que les dérivées 
du premier ordre en x, y, z de la fonction V) relative à ce 
courant sont nulles; le potentiel vecteur du courant I est 
donc, d'après (io4). 
(.09) (F,G,}l)=J' (/ ' e r ' h) dm', 

l'intégration étant étendue au volume du circuit fermé C 
qui borde l'élément dS. 

Soit alors <fo'= u<ft un tronçon de C, de longueur ds et 
de section u, au point (£, 10, Ç); comme <a/=l^. on a 
fda'=.\a%, de sorte que la première (109) donne, d'après 
(.06), 

. la première intégrale s'élendanl au circuit fermé C, la 
seconde expression résultant de l'application de la formule 
de Sloket a ce circuit infiniment petit et et, (3, y désignant 
les cosinus directeurs de la normale positive a dS('). Si l'on 
remarque que «,.p, y sont précisément les cosinus directeurs 

( ' ) Les axes de coordonnée! Qmy* sont supposé! avoir In disposi- 
tion habituelle, c'est-s-dire telle qu'un observateur, les pieds en el 
place suivant Oz, nie •'effectuer de sa gauche vers sa droite la plus 
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de 3, on voit que -3y = S. -■)£ = Ut>; si donc on pose 

I Ci >t. -A 

l +(x, y, z, t) = J \ & ^ ~ *'■>-£) d "> 

! Q(x,y,z,t)=J \yi,-^ - X -^ 1 da, 

X, DS>, S élanl des Tondions de ç, n, Ç, l et les intégrations 
s'étendent au système entier, les fonctions F, G, Il dues à 
l'aimantation du système seront respectivement 

(m) -*£<<!., T, Q). 

7 

Le vecteur de composantes 4>, W, il est le potentiel vec- 
teur magnétique au point (x, y, s). 

Les composantes de la force électromolrice d'induction 
électromagnétique sont alors données par (98) ou (100) 
et (101), où l'on.a remplacé F, G, H par les fonctions (ni). ' 

On appelle pbtentiel vecteur total au point (x, y, z) le 
vecteur ayant pour composantes 

(■■a) (j,Ç ) K)=A(F 1 G,H) + »/r(*.V,0) (');' 

les composantes C x , C r , C, de la force électromotrice totale 
d'induction, tant électrodynamique qu'électromagnétique, 
sont ainsi, d'après (98), 



égalités qui deviennent, dans le cas d'un système en repos/ 

<II4> (C r ,i.y,C : )=-- 7 z- 



-j; ÔT — / 



21. Propriétés du potentiel vecteur magnétique. ~j ^„ 
comparaison des égalités (a) et (i 10) montre que * Vst le 
potentiel magnétique d'une distribution, dont l'intensité 
d'aimantation aurait pour composantes o, S, — ii!>; les/deux 
autres fonctions V, S donnant lieu à des remarques ana- 
logues. D'après (6), les densités cubique et superficielle de 
la distribution fictive équivalente relative à 4> sont respecli- 



-1K..Y1); 



il en résulte que les fonctions *," 'F, SI sont continues dans 
tout l'espace, qu'on a. d'après (7), 

l— <■(?.-£)■ 

«n tout point d'un corps continu et, d'après (8), 

' ■Ië+S-4«(8,p 1 -* lTl +e lh -* iïi ) 1 . 
<ll6) J3^ + 9j; = < ,t (««'iTi-ei«i-*-^.ït-ei«i), 
I 5^7 "^ ^ =4"(i«.i«i— J..Pi-^'«ft»»«»— •"•«?») 

en tout point d'une surface séparative des deux milieux 1 
«ta. 

Considérons, d'autre part, les fonctions de x, y, s, t 
définies par les formules 

<i«7) - (£, JH, 3C) »/" (X < *' e > «fa, 

ou X, 1*, e spnt des 'fonctions de t et des variables d'inlé- 
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gralion jj, Y), Ç; les égalités (i 10) peuvenl s'écrire 



,)x dy ' 
On en déduit tout d'abord 

<tt> <W <«J 



,> r 



(119) ^. 

On a, d'autre part, 



et comme 



*.£= — 4*0., 



ISI-/I4I— 



i? étant, d'après fa), le potentiel magnétique du système au 
point (x, y, z), il vient la première des égalités 



1 dy ' dz Ox 
) d* _àQ _ <K? 
" dy 






22. Champ électrique; lois de ta polarisation diélec- 
trique. — Revenons aux égalités (73), où (C x , C r , £,) 
désigne la force électromolrice d'induction, tant électrody- 
namique qu'électromagnétique, donnée par (u3); elles 
s'écrivent 

(■ai) (E J ,E ri E î ) = (X,Y,Z)- 3? -^- r) -t-( ?x , ?/ , Tj ), 

le vecteur 

(.») (X,Y,Z)=-. 77 -^— + (C„£ y .C.) 
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élanl, par définition, le champ électrique au point (x, y, z)j 
on voit qu'il est la résultante du champ électrostatique 

_e — — , du champ électrodynamique égal à la forte 

éleclromolrice d'induction électrodynamique et du champ 
électromagnétique égal à la force éleclromolrice d'induition 
électromagnétique. Dans le cas d'un système en repoi, les 
formules (na) deviennent, d'après (i i4), / 

<„3) (X.Y.Z) < d(x , y , z) --ji et—' I 

d'après (1 13), le champ éleclrodynamique est alors 
3« à(F, G, H) 



et le champ électromagnétique 

Lorsque le champ électrique se réduit au champ électro- 
statique, nous avons démontré (n* 8) que l'intensité de pola- 
risation (A, B, C) en un point d'un diélectrique parfaitement 
doux est liée a ce champ par les formules 

(«) fA,B,C) = *(X,Y' 1 Z). . 

On admet que ces formules subsistent dans le cas général 
ou le champ électrique est donné par (laa); elles constituent 
•lors les lois générales de la polarisation diélectrique. 
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23. Calcul d'une dérivée. — Proposons-nous de calculer 
la dérivée de la fonclion 

(ia4) U=-^J(F/+Gg+lll,)dn, 

relative à un système en repos, et qui, d'après (99), ne 
dépend que de t par l'intermédiaire des fonctions /, g, h. 
On peut écrire 

l'intégrale sextuple étant étendue deux fois au système 
entier, et les fonctions /, g, h étant relatives à un point 
U. T>i de des, les fonctions /', g 1 , h' à un point £', V, V 
de dm" ; d'où 

if*fd« 



H r«±± £ + 1=1 (ï=± d JL + 2^-2 4£ 
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changée de signe de rfFl, calculée en laissant I el I' cons- 

Si l'on suppose I' uniforme, I' esl conslanl tout le long 
de C ; de sorte que la force éleclromolrice totale C induite 
dans C par C est, daprès (70) cl (7^), 



T^fj^* 



el, si les deux courants sonl uniformes, le potentiel éleclro- 
dynamique des deux circuits esl, d'après (76) el (76)1 



(7«) 



n = ^-ir / J ^-j-,dsds: 



La comparaison de (i$)el (78) montre alors que le potentiel 
mutuel de deux feuillets magnétiques coïncide avec l'énergie 
électrodynamique de deux circuits parcourus par des cou- 
ranis uniformes, si les feuillets ont même contour el même 
face positive que les circuits el si l'on a 

(79) 

moyennant quoi, (i5) s'écrit 



-*»ff£ 



(80) 



" y 7 ? dt ' 



valeur qu'on démontre égale à la force éleclromolrice que le 
feuillet <f induirait dans C. Un feuillet magnétique esl donc 
équivalent à un^ courant uniforme I de même contour, dônl 
la face positive*colocide avec celle du feuillet el dont la 
puissance * esl définie par la première (79). 



CHAPITRE II. 

KLBCTROnrNAUlQl'R HT KI.BCTROUAGNRTIQUB. 



15. Composâmes de la force éleclromolrice élémentaire 
d'induction éleclrodynamique en un point, suivant les 
axes principaux de dilatation en ce point. — D'après (75), 
la force éleclromotricc eds' induite dans l'élémenl ds' par 
l'élément de courant (I, ds) esl v 

(81 ) e ds'dt = -^ S [(^-7 cosw ■+■ ^T cosO cosO') I dsdA , 

6 étant la variation éprouvée par la quantité entre crochets 
pendant le temps dl. 

Cela posé, soit e x dx la force éleclromolrice induite dans 
l'élément dx parallèle à Ox ^^or^\neM(x,y, z), par le 
courant total traversant une particuleara du système; on 
admet que les composantes de la force éleclromolrice 
d'induction éleclrodynamique en M onl'pour expressions 

(8>.) (C. t , C y , C.) = f(e x , *y, e..), 

fr. e z ayant des significations analogues à e x el les intégra- 
lions s'étendani au système entier. 

Calculons loul d'abord e x , e x , e», en prenant comme 
axes de coordonnées les axes principaux de dilatation 
Mxys en M. 

Pour pouvoir appliquer y (8i), prenons dm = dSds, 
dS étant la seclion d'un élément de conducteur linéaire 
PP, = ds dirigé suivant la densité C du courant total en P 
de composantes/, g. h; l'intensité I du courant qui par- 
coure ds esl ainsi I = C<£>, d'où lds = Cdn. Soient, 
d'autre part, et, (3, y les cosinus directeurs de ds, l, m, n 
ceux de MP; on a, puisque dx joue le rôle de l'élément ds", 

cosu> = a, cos6 = /a-+- /«p -t- «T. cos8'=/, 
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de sorte que (81) donne, en remarquant que 
,/, g, A) = C.i*. ?.. ï), 

,,** = _ £«}[' , ^/+^'<'/+***+"*>]*'«**|. 

_*! ri±A/+i=i/(//+/7iir-f-/i/i)l<»,rfo, 

d, = t^ désignant la dilatation principale en M suivant M* 
éprouvée par l'élément des pendant le temps dl. 
Si donc on pose 

(84) (i, 6,«)=^(/, S. h) 

+ l^±(t, m, n)(lf+ mg + nh), 
l'égalité (83) devient la première des suivantes : 
I e x dl=— — [S(irfo)-t- Sa, dm], 

(85) | e r dt=— ^[i(Gdm)-t-eà,din], 

\e,dt=-—[i(^dm)-h^O l dm], 

di, d, désignant les deux autres dilatations principales au 
point M. 

16. Composantes de la force électromolrice élémentaire 
d'induction éUctrodynamique suivant des axes quéU- 
conques. — Soient, par rapporta un nouveau système d'axes 
quelconques 0,ar,/,a„ a, p, y; «', P', /; «', |3', y' les 
cosinus directeurs des anciens axes Mx, My, M:; x, y, z; 
l, i) y Ç lea coordonnées de M et de P, de sorte que 

#* = | «-*)»!; 
**•> «/,» **,;/■• #■, A,; *„ •„ 4, les nouvelles composantes 
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des vecteurs (e„ e y , «,), (/, g, /,), (S, 6, «). On a 
<86)(«,„ e/l , e5| ) = (a, B, - ( )e, + («',?', y* )« r + («',?',ï')«:, 
(»7) (/, <f. A ) = («,«■,«*) /, + (P, ?',?')«-, +(ï, ï', /)/!„ 
(87') </.,*,*,)-(«, fi, Y) / + («', P'.ï*)* +(«*,8',f)*, 

(88) (i, », «) = («,«'.*•) i, + (8, B',8')«, + (y, Y ', /)«„ 
(8B')(i„è„4,) = <a, 3, •;) i ^((.'.B'.Y'je +.(.■. B',y*)/P. 

On en déduit, d'après (84) el (8/), 

(89) J, = l±±f, + ^(l* + m»'+ »«-)(//+ ».*■ + /./.). 
Or, on a 

(90) /(a,B, Y )-i- m (a\ â', Y ') 



+ />(«'-?•. Y*) ■ 



(8-*,T,-.r.C- 



et, d'après (87) et (90), 

//+ mg + nh = ^^/. + *=* *. ■+- ^"- ''i , 
de sorte que (89) devient la première des égalités 
(9D (i.,»..*.)»-^*/..*../'.) 

*r \ r JX r r ') 

.. (g— ,n-r.t-«) 

On a d'autre part, d'après (85) el (86), 

( 92) _ ■£e Xl <lt = a 8(irf<n) -t-a'S(« <fa>) -(-«•«(# do) 

-1- («i<», -1- a'ed, + «"«d, ) dm 
et, d'après (88'), 

8(i, rfm) = a S(i rfo) -1- a' «(• dm) ■+- a' Ô(jB dm) 
•+■ (i Sa -I- 6a' -I- * «*') rfm, 

de sorte que (93) devient 

( 9 Î) - j£«x.dt = «(*,*»)-»- [*(«<>, -8a)+e(a'd,-8a') 

+ K* 1 !),- 8a*)]rfm. 



Mais. <a,u'.'.)' désignant les composantes suivant O l x l y l z l 
de la rotation moyenne du Irièdre M xys pendant le temps dt, 

S,«, a. a') = (ï. ï', Ï>''-(P, P'. ?')<»'. 

d'où, d'après (88'), 

/ 8» ■+■ © Sa'-f- t) Sa'= 4. eu'— «,«'. 

L'égalité (93) devient ainsi, d'après'(88), 

(94) -^ î e..,rf< = ô(i|rf'»)-*-[ ii(a»J,-4-a'» i),+ a.'* <),) 

-4-©,(apd, -v- «'3'rf,-i- 4'P'd,) 
H- ^.(ïy^i-*- *' Y' <>»-+■ *'ï'<M 

— ^iu/-4- 6|&>'] «fa. 

Or, la Cinématique des milieux continus nous enseigne 
que les dilatations principales en M sont liées eux compo- 
santes Sx, Sy, $s du déplacement de ce point suivant les 
axes 0,x,_^,s, par les relations 

I «'<>, + «' d,+*« *--gj-. 

( 9 5) ïpd. + a'^-t-aT^^-u/. 

«y<l,+ aY(l,+ «Yi)i=-5j+u' ('); 



(■) Les formules (95) peuvent être établies comme il suit : soient 
a, b, c les composantes du déplacement subi par M pendant le 
temps dt, suivant les aies principaux de dilatation en ce point, dési- 
gnés j>ar Mxyz au n* 15 et que. nous désignerons ici par MÇnÇj 

) «K du dC 

fàe àb_ dn de _ d6 da _ 

1*1 dî °" d; + d$ ~ °' d5 + «R» ~ °" 
Les composantes a, û', a." de la rotation moyenne en M suivant les 



. i/dc di\ de 



= 5; = -dT' n = dT=-dT 

D'autre part, les composantes Hx, y, z) du déplacement de M 
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l'égalité (o/i) devient ainsi la première des suivantes : 

( 9 6) e y <U — £ [«(•*,)* (i'^-6^ -«^£) *.] , 

où nous avons effacé l'indice 1 désormais inutile au bas des 
nouveaux axes Oxyz et de toutes les quantités qui s'y rap- 
portent. D'après (gi), les fonctions f , 6, 4 figurant dans (96) 
sont donc définies par les formules 

Ji-liî /+ !=i(t=f /+ viZ,H.5=i*)L=f. 

où /, g, h sont des fonctions de l el des coordonnées £, *), Ç 
de l'élément <fa. 

suivant les aies quelconques 0,x,y,s, sont 

Ô(*,^, *) = <«, ?, T )o •*• (»'. ?', ï')*+ («*, ?", ï'K 

et, comme 

± _ ± ,± .à_ 
dx~*<l\~*" 1 On tf.' 



(C) j ^ =a?d, + «'{!'<>,+ «•?•<>,+ T n+ Y' Û-+ï'Q\ 

Mais comme 
. («,*',»•) = (a, 0, T)Û + (a', p', T ')0'+ (a-, P'.T'ja-, 
les formules (C) deviennent immédiatement celles (g5) du texli 
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17. Composantes de la force électromotrice d'induction 
électrodynamique; potentiel vecteur électrique. — D'après 
(8a), (96) ei (97), les composâmes (£ x , £ r , C s ) de la force 
électromolrice d'induclion éleclrodynamique au point 
M(ar, /, s) sonl données par les formules 

iï. — £(.r~r£*c$*..£). 

où F, G, H sonl les fonctions de .t, y, s, l définies par les 
formules 

../[i5?,*!=i(l=f/*ï=*,*I=f »)»=«]*, 

" -/[^'* 1 £?( 1 T s '* 1 r I '* s T î ») ï ^]* 

/, g, h étant des fonctions de t el.des variables d'intégra- 
tion £, n, C; ces fonctions F, G, H sont |es composantes d'un 
yecteur d!ongine M appelé potentiel vecteur électrique en 

Comme d ailleurs ' 

8F = — Bx ■+■ -r- iy -t- —iz-i-—-dt 
dx dy J à* dt 

(à? .à? d? dF\. ê 

= \ a dx-*' b dy'*- c d-i-*7i) dt ' 

a, 6, c étant les composantes de la vitesse du point M 
par rapport aux axes Qxyz considérés, les formules (98) 



- »/d¥ dF .dF dF B da n àb .,dc\ 

c - = - t U ■*■ a si + b àj * c di T F s + G dï -*- " «i) ' 
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(.00) ,C, — 2îf5'+±( a F + tCH-ell)l + i(e*-«A), 



en posant 

(,0,) U=^(3?-^) ) 

Remarquons que les expressions (100) sont valables pour 
un système animé d'un mouvement quelconque, sauf que le 
courant total figurant dans (99) n'est plus donné par les 
formules (58), qui supposent essentiellement le système en 
repos. 

18. La fonction U(x, y, z, l). — La fonction 

est continue dans tout l'espace ainsi que ses dérivées par- 
tielles des deux premiers ordres; on en déduit 



car Ar = - • En appliquant la formule de Green et en remar- 
quant que -r— ■+■ -t— ' est nul sur chaque surface sépara- 
tive S, il vient 

âx i*J dx dt 4-xJdxdt\3nlàn t / a ' 



Or on a, d'après (61), (3a) et (ag), 

«te J <te <»/ J àx àt 

Cette égalité est entièrement générale; supposons mainte- 
nant le système en repos par rapport aux axes Oxyz aux- 
quels il est rapporté : elle devient, d'après les équations de 
continuité (5g) et (60), 

et, en intégrant par parties, 

S = f( / £k "*" e £k -" * £k ) da - 

Or, il résulte de l'expression r'= | (a; — (• )* | qu'on a 

<"* ■ , (£-*)' rfT ({— )(,-jr) 

<terff 7 r r» ' <te<>i) ~ r» ' 

d>r (ç-t)(1-z) 
dx«»; ~ r» * 

d'où 

■*-S\-'+ (^/^- ^*)^]^ 

Cette expression, comparée à la première (99), donne la 
première des égalités 

(.04) (F.G.H)-/^^^-^, 

ou /> g> h sont des fonctions de / et des variables d'intégra- 
tion £, ti, C- 

1». Propriétés du potentiel vecteur électrique. — Les 
égalités (io4) montrent que les fonctions F, G, Il et leurs 
dérivées partielles du premier ordre sont continues dans tput 
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l'espace; on en déduit 

i£i-yi4i**^»- 

Mais on a, en intégrant par parties, 
ïï "^ f\ *7\ 

J \ / àï\ d,B= -J K^r" 

-f\%\î+f "«+'-*?-% 

d'après (61'); d'où, d'après (ioa), .u- ;■„■;/ „.>ï, /. \( 

, .. <)F jû ou : dv .-i$1 

(,o5) 5? + jf + ^ =_x w 

D'autre part, la première (io4) donne 

d'où, d'après (102), la première des formules 
(106) A(F,G,ll)=-4*(/ lir ,A)-Mi-X) 



d(x,y,z)dt' 
Enfin, les formules (101) s'écrivent, d'après (io4), 

«(..r...o-^ i /(*^-^")*. 

où/, j-, A sont des fonctions de £, d, Ç, <. - 

20. Potentiel vecteur magnétique et potentiel vecteur 
total. — Les conditions d'équivalence des feuillets magné- 
tiques el des courants unifgrm es (n* 14) conduisent 4 énoncer 
le postulat suivant : 

Tout élément magnétique engendre la même force 
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de 3, on voit que 3y = S, -5jî — ))!>; si donc on pose 

X, Db, S étanl des Tondions de £, m, Ç, l el les intégrations 
s'étendant au système entier, les fonctions F, G, H dues à 
l'aimantation du système seront respectivement 

(m) TT'-*' M *' Q) - 

7 

Le vecteur de composantes 4>, V, ft est le potentiel vec- 
teur magnétique au point (x, y, s). 

Les composantes de la force éleclromotrice d'induction 
électromagnétique sont alors données par (98) ou (100) 
el (101), 00 l'on. a remplacé F, G, H par les fonctions (m). 

On appelle p'otentiel vecteur total au point (x, y, z) le 
vecteur ayant pour composantes 

(119) (tf.Ç.X)» A ( F, G, II) H- ,/?(*. V,û) (');' 

les composantes C xt C r , C, de la force électromotrice totale 
d'induction, tant électrodynamique qu'électromagnétique, 
sont ainsi, d'après (0,8), 

» & tf> 3€i J«» fonctions totales de 



égalités qui deviennent, dans le cas d'un système en reposy 



a rf(.f()',3e> 



(11.(1 {C x ,C f , €-.)=--= 

V>- 

21. Propriétés du potentiel vecteur magnétique. — La 
comparaison des égalités (a) et (no) montre que «Wslle 
potentiel magnétique d'une distribution, dont l'intensité 
d'aimantation aurait pour composantes o, S, — Hb; les/deux 
autres fonctions V, fi donnant lieu à des remarques ana- 
logues. D'après (6), les densités cubique et superficielle de 
(a distribution fictive équivalente relative à 4> sont respecli- 

"(f-S) 1 -<3.P.-*.Y. + 8.h-*.ï.>; 

il en résulte que les fonctions 4>,' W, fi sont continues dans 
tout l'espace, qu'on a. d'après (7), 



**\djr- Os)' 



\àï--jj) 

«n tout point d'un corps continu el, d'après (8), 
' ' Sr" 1 - *£ -4*(©iPi-*iTi+ eih-*iTi'). ■ 

< m) £ * S = 4lt <*»"Tr'- e,«,+ *,*_ ©,«,), 

en tout point d'une surface séparative des deux milieux 1 
«t 3. 

Considérons,, d'autre part, les fonctions de *, y, z, t 
définies par les formules 

<"7) - (£, CT S MQ =f {X ' *' e) <fa, 

«u *, *, e sont des'fooctions de t et des variables d'inlé- 
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n {,, Y), Ç; les égaillés (i 10) peuvent s'écrire 



' yy V^ VV\> 



] 




1— Ç 




On en déduit ton 


d'abord 




("9) 




dx "^ rf/ + 


57 -°- 


On a, 


d'autre pari, 






àQ 


-S— 


d |<»£ 


et comme 




/*l .. 


A£ 


= -ir.X, 


ISI- 


/k 



i? étant, d'après fi), le potentiel magnétique du système au 
point (x, y, z)j il vient la première des égalités 



dû _ <K? 






22. Champ électrique; lois de la polarisation ■ diélec- 
trique. — Revenons aux égalités (7a), où (C x , C r , C s ) 
désigne la force éleclromolrice d'induction, tant électrody- 
namique qu'électromagnétique, donnée par (u3); elles 
s'écrivent 



(121) (E. r ,E r ,E s ) = (X,Y,Z)- 

le vecteur 

daa) (X,\,Z) = -.-J. 



à(*,X,*) 



+ (?*.?/>?»). 
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élanl, par définition, le champ électrique au poinl (x, y, z)f 
on voit qu'il est la résultante du champ électrostatique 
— t - — ' _ . du champ électrodynamique égal à la fo>4 
éleclromolrice d'induclion éleclrodynamique el du champ 
électromagnétique égal à la force éleclromolrice d'indui 
électromagnétique. Dans le cal d'un système en 
formules (112) deviennent, d'après (u4), 



1a), le champ éleclrodynamique est alors 

_3« d(F, G, H) 
2 dt 

«t le champ électromagnétique 

SI n âjQ.V.Q) 

Lorsque le champ électrique se réduit au champ électro- 
statique, nous avons démontré (n* 8) que l'intensité de pola- 
risation (A, B, C) en un poinl d'un diélectrique parfaitement 
doux est liée a ce champ par les formules 

(«) fA,B,C) = *(X,Y',Z). . 

On admet que ces formules subsistent dans le cas général 
où le champ électrique est donné par (na); elles constituent 
•lors les lois générales de la polarisation diélectrique. 



CHAPITRE III. 
l'énergie interne et les lois de l'aimantation. 



23. Calcul d'une dérivée. — Proposons-nous de calculer 
la dérivée de la fonction 

(n4) n=-?£f(Ff+Gff+Hh)dt S , 

relative à un système en repos, et qui, d'après (99), ne 
dépend que de t par l'intermédiaire des fonctions /, g, h. 
On peut écrire 

+ Z=± k }ZzL] /dmM , 

l'intégrale sextuple étant étendue deux fois au système 
entier, et les fonctions /, g, h étant relatives à un point 
(Jj, n, Ç) de da, les fonctions /', g', /»' à un point Jj', n', Ç' 
de dut" ; d'où 

-ss\ r# ^^(^ '+*? * 

+ \l±l d JL + 1=1 (ï=l d JL + i^-2 it 

L "• dt %r \ r dt r dt 



Mais on a évidemment / 

do.ï / 

et deux autres égalités analogues résultant dé la dérivation 
des deux autres parties de l'intégrale (i»4). En les ajoutant 
membre à membre et en tenant compte de six relations 
évidentes telles que 

il vient 

_ rr\\ ■+). df i-i/f-j y y-, ig> 

J J \\_ir dt ir \ r dt r dt 

c'est-à-dire, d'après (99), 

On a donc finalement, d'après (124), 

ik. Énergie interne dun système isotrope. — La for- 
mule (53) dit connaître l'énergie interne d'an système iso- 
trope éleclrisé et aimanté; lorsque le système est, en outre, 
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parcouru par'des courants, nous pouvons l'écrire 
(1*6) CU = eU„+«'+J[^(3)-Ti^^i]rf ra 

+ M H-w + jr[f(j)-T^P] < fa + eo-, 

U' élanl une fonction inconnue à déterminer, qui s'annule, 
par suite, en même temps que les courants. 

Pour déterminer U', considérons une modification élé- 
mentaire du système, de durée dt, laissant le système en 
repos, sa température et son étal d'aimantation invariables; 
dans celle modification, on a, d'après le premier principe de 
la Thermodynamique, 

(127) </U-i-dQ = o, 

dQ étant la quanlilé de chaleur correspondante dégagée par 
le système cl donnée par (73), qui se réduit ici à 

« Q -,,/|„( E ,- T £.£*)|^/T^, 

par suite de la constance de T el de 3. On a de même, 
d'après (ia6), el en remarquant que la variation de 4P et de 
la première intégrale est nulle, 

■ La relation (197) nous donne ainsi :-. 
<u8) €W t +ï&-±^dt-t-d f f{J) dm + €dW 

Or on a, d'après (4o), 

d>9) dfnJ)dw=dtJ'\j^\dm 

«l, d'après (79), (n4), (11a), (44). (1") el du fait de l'im- 
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mobilité du système el de la constance de son'aimantalioi 

_ «,v + ») _*^ f 



/ 



/ <JV 31' «H f \ 

En tenant compte, en outre, de (65) el (66), (i»8) devient 
(,3o) Crfl).+ *y|«( ? ,-T^)|Ai 

"■yK(-*)**£K 

„ /K -«iï±li_Ç-^(T^)]|..-.. 

La première ligne est nulle d'après (70); le reste se réduit, 

d'après (58), à 

(.3.) erfU'-rf4/|!7|<fo = o, 

c'est-à-dire, d'après (n5), à' 

' €dU'+dH = o. 
On en déduit en intégrant 

eu'-t-n = c, 

C étant une fonction des seuls paramètres laissés constants 
dans la modification considérée, c'est-à-dire des paramètres 
géométriques fixant la position du système, de sa tempéra- 
ture el de son intensité d'aimantation en ses différents points, 
donc indépendante des courants. Or, si les courants' sont 
nuls, nous savons qu'il en est de mime de U' el de II; donc 
la fonction C esl nulle. L'expression (ia6) de l'énergie 
-interne est ainsi, d'après (n5),- 



.M + W + /[ (( i,-T^] rf ; 
-*- ?jf < P/+ G* -t- H A ) <fa. 
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l.c dernier terme est l'énergie électrodynamique du sys- 
tème; on voit que l'énergie interne ne contient aucun terme 
électromagnétique, c'est-à-dire dépendant à la fois des cou- 
rants et de l'aimantation, "ce qu'on exprime en disant que 
{'énergie électromagnétique du système est nulle. C'est la 
généralisation du théorème énoncé par Vaschy en 1890. 
Remarquons que l'égalité (i3s) reste valable pour un sys- 
tème en mouvement, sauf que le courant total (/, g, h) cesse 
d'être donné par les formules (58). 

25. Lois de l'aimantation. — Imprimons au système une 
modification virtuelle isothermique quelconque de durée 6t, 
laissant le système en repos. Dans une telle modification, on 
a, comme au n° 24-, 

SU -1- 3Q = o, 

c'est-à-dire, d'après (i3a), (ia5) et (73), 

(i33) € 3U.+ 8*> -+- if[$(*) -T- f(J )] <fe-t- rf(M ^ W ) 5< 

*«¥/|ï/|*-- 

égalité où l'on doit faire maintenant 

x ~ ox +9x . a ôt fî V ' dt' 

. ./ dV < %'àF 3 rr**\ 

Si l'on remarque que (i33) est l'égalité (n8) complétée 
par les termes relatifs à la variation de l'aimantation, i[ 
résulte de (i3o) et (i3i) que cette égalité (i33) se réduit aux 
seuls termes où figure l'aimantation, c'est-à-dire, d'après (ao) 

«-«> /|('£-t)«*|*-^-/IS'I— ' 

Or on a, d'après (1 10), 



S(A., >«>, C) étant des fonctions des coordonnées £, n, Ç de 
l'élément de volume rfro', que nous écrivons avec un accent 
pour le distinguer de l'élément rfra de coordonnées .r, y, s ; 

où/, #, A sont des Tondions de x, y, z, t. On en déduit 

-£*/IM* _ 

d'après (107). En substituant celle expression dans (i3$) el 
en remplaçant par x, y, z les variables d'intégration ]j, ■/), Ç 
qui figurent dans la dernière intégrale, il vient 



/!(•■ 



; + ±+ 1 /?ti > )s^ u ra = 



Celle égalité devant être satisfaite quelles que soient les 
variations virtuelles 3(J., iK>, £) en chaque point d'un ai- 
mant parfaitement doux, ces variations étant nécessairement 
nulles en chaque point d'un aimant permanent, on en con- 
clut qu'on doit avoir en chaque point (*, y, z) d'un aimant 
parfaitement doux 

035) .(x,*,e) — «[^ 3ï J|_ + •?(«,%, A)} 



Ce sont les lois de l'aimantation des aimants parfaitement 
doux qui généralisent les formules (23). Les égalités 

(»<) (*,_•*, fe) = x(.x,y,.&) 

subsistent donc, en appelant champ magnétique 3C en un 
point (x, y, s) quelconque du système, le vecteur de com- 
posantes 
(.36) («.y.^-^^^^JS- _/?,*, ^ A) , 
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>il, d'après (loi), 






31 ri/àtt iG\ 
fi Vt \iy dz) 


1 «. .<«? 

36') j-7— 5F" 


% j-;làV à\l\ 
'^'KOz àx)' 


f ». _' .''W 


31 n (dG dF\ 



Il esl la résultante du champ magnétique — «' -j- dû 

à l'aimantation du système et du champ magnétique 
- \Z?(«, ?, A) dû aux courants. 

On déduit des formules (i36') el-d'après (7) 

- |f|=-,«,-«.|-|. 

c'est-à-dire la relation antérieurement obtenue 

(0) |A(.^4^)| = „. ou 1^1=0, 

(tl!>x, Dî> r , ift>.) étant l'induction magnétique définie par les 
formules (10). Celle équation (9), qui pourtant résulte 
immédiatement des lois de l'aimantation, esl posée à litre 
d'hypothèse par les disciples de Maxwell ('). 

26. Loi de Laplace. — Comme application' des for- 
mules (i36), calculons le champ magnétique (56, ff, %) 
en M(x, y, s) du à un élément de courant linéaire 
PP'= ds, d'origine P(Ç, if, Ç) et de composantes d\, dn, rfï. 
On a, d'après (107) et en remarquant que le champ d'inté- 
gration se réduit au volume dm de l'élément de courant, 



K*i?-'£) 



Mais, ainsi qu'on l'a vu (n» 20), on a . 

(/,f,-A)dW = I«. di,, dÇ), 

(■) L. Blooii, Précis d'Électricité théorique, p. a68. 



fl CHAPITRE II. 

Or on a, d'après (61), (3a) cl (a 9 ), 
,,V d(r + K ) 1/^1 I>V\_ 



àx J àx i)l J àx àt 

Celle égalité est entièrement générale; supposons mainte- 
nant le système en repos par rapport aux axes Oxyz aux- 
quels il est rapporté : elle devient, d'après les équations de 
continuité (5g) el (60), • 

el, en intégrant par parties, 

rfO /Y, <ftr 0*r . à*r \. 

■3x- = JVàxiri + s âï* ï + h ôxi>i) da - 

Or, il résulte de. l'expression /■'= | (x — £)' | qu'on a 

à>r. ■ _ (l-x)> 0>r ^- X )(7 i -y) 

«terff , r r' ' darrfi) r» ' 

<flr (i-x)g-z) 

àxàt, ~ r> ' 

d'où 

Celte expression, comparée à la première (99), donne la 
première des égalités 

(.o<) (F, C, H ) = [LÙIi*} dnl + LZl± '*> t , 

«<>/. g , h sont des fonctions de t et des variables d'intégra- 
tion £, Y), Ç. 

1». Propriétés du polpntiel vecteur électrique. — Les 
égalités (io4) montrent que les fonctions F, G, H et leurs 
dérivées partielles du premier ordre sont continues dans tout 
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-M 



Mais on a, en intégrant par parties, 

-J U\—+ju^+M*\-=-- t 

d'après (61'); d'où, d'après (102), .u-h-,1 «*?, /■)( 

... >>F dû dH" dV -*?*? 

(,o5) Jte-'-^^dJ X -7f 

D'autre part, la première (io4) donne 

d'où, d'après (103), la première des formules 
(106) A(F,G,1I) — 4«(/,f,A)-i-(i 



Enfin, les formules (101) s'écrivent, d'après (io4), 

où/, f,A sont des fonctions de £, n, Ç, <■ 

20. Potentiel vecteur magnétique et potentiel vecteur 
total. — Les conditions d'équivalence dés feuillets magné- 
tiques et des courants unifcrmes (n* 14) conduisent & énoncer 
le postulat suivant : 

Tout élément magnétique engendre la même force 



'•me équrt 
de même 



éleclromotrice d'induction que le courant uni/o 
valent au feuillet magnétique de même volume e 
intensité d'aimantation que l'élément considéré. 

Soit alors dis un élément magnétique du système au 
point (£, t), Ç) où l'intensité d'aimantation est 3; l'intensité I 
du courant uniforme équivalent au feuillet de puissance <P 
est donnée par la première (79). Or, dS étant la surface du 
feuillet et / son épaisseur, on a <f = /-\ drn = tdS\ de sorte 
que (79) devient 

(,o8) ±ldS = S?adm. 

V* 

Le courant! étant uniforme, (io3) montre que les dérivées 
du premier ordre en x, y, s de la fonction V relative à ce 
courant sont nulles; le potentiel vecteur du courant 1 est 
donc, d'après (io4). 
(109) (F,G,II)=y (/ '^' /t) rf B .', 

l'intégration étant étendue au volume du circuit fermé C 
qui borde l'élément dS. 

Soit alors dis'=v>ds un tronçon de C, de longueur ds et 
de section u, au point (£, n, Ç); comme u/=I^i on a 
fd<a'-=.\o%, de sorte que la première (109) donne, d'après 
(108), 

. la première intégrale s'élendant au circuit fermé C, la 
seconde expression résultant de l'application de la formule 
de Slokes a ce circuit infiniment petit et «, 0, y désignant 
les cosinus directeurs de la normale positive à dS('). Si l'on 
remarque que a, p, y sont précisément les cosinus directeurs 

C) Le» nés de coordonnées Oayt sont aupposéa avoir la disposi- 
tion habituelle, c'est-a-dire telle qu'un observateur, lea pieds eu et 
place auivaot Ox, voie s'effectuer de sa gauche vers sa droite la plua 
— ' - .«rOr 
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de 3, on voit que 3y = S. 3JÎ = llii; si donc on pose 

X, Ub, S étant des fonctions de <j, v), Ç, < et les intégrations 
s'élendanl au système entier, les fonctions F, G, H dues à 
l'aimantation du système seront respectivement 

(■") -*£<<■•, v, q). 

Le vecteur de composantes 4>, V, Si est le potentiel vec- 
teur magnétique au point (x, _y, s'). 

Les composantes de la force électromotrice d'induction 
électromagnétique sont alors données par (98) ou (100) 
et (ioi), où l'on a remplacé F, G, H par les fonctions (ni). 

On appelle potentiel vecteur total au point (x, y, z) le 
vecteur ayant pour composantes 



les composantes C x , £,., C, de la force électromolrice totale 
d'induction, tant électrodynamique qu'électromagnétique, 
sont ainsi, d'après (98), 

(') Uuhem appelle les fonclioos #, (j, X,\e» /onctions totales de 



56 

I étant l'intensité du courant, de sorte qu'en remplaçant les 

dérivées par leurs valeurs, il vient 

*-»•?! 'r-iX-O-f* = */;.!*,,,■_„>, 

a, (3, y désignant les cosinus directeurs de ds, a', 0', / ceux 
de la droite PM. 

Soient, d'autre part, 9 l'angle P'PM et «*, (ï*, y' les 
cosinus directeurs de la demi-normale M n en M au plan P' PM, 
menée dans un sens tel qu'un observateur, placé le long 
de PP' de manière que le courant I lui entre par les pieds et 
lui sorte par la tète et regardant le point M, voie cette demi- 
normale dirigée de sa droite vers sa gauche; on a 



qui expriment que le champ magnétique dû à l'élément de 
courant est dirigé suivant la normale M/t et a pour valeur 



C'est la loi de Laplace. 

27. Propriétés du potentiel vecteur total. — D'après les 
formules (m), les propriétés du potentiel vecteur total (<f, 
Ç, X) résultent immédiatement de celles des potentiels 
vecteurs électrique et magnétique. 

Tout d'abord, les Tondions 3, Ç, X sont continues dans 
tout l'espace; d'après (10S) et (i 19), on a 



itinuil 
eux 1 < 
an, lh\ V ' \dn, "*" <*«,/ ' 



Il résulte de la continuité des dérivées partielles du premier 
ordre de F, G, H, qu'on a, en tout point de la surface sépa- 
ralive de deux milieux 1 et a, 
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d'où, d'après (i 16), la première des égalités 

Ce sonl les équations aux surfaces séparatives, quand les 
deux milieux sont des aimants permanents, les seconds 
membres étant alors des Tondions connues. Dans le cas 
contraire, les seconds membres s'expriment simplement au 
moyen de if, Cj, 3C. En effet, remplaçons dans (i36') F, G, 
II par leurs valeurs tirées de (i n) et tenons compte de (1 30); 

*--*(£-*)-«■'*. 

de là, d'après (10), la première des formules générales 

K~"(f-Ï)- 

oui s'écrivent, en chaque point d'un aimant parfaitement 

1-*~*(?-2). 
{*-*&-%)■ 

Les formules (i3g) entraînent une conséquence impor- 
tante : en effet, la force électromotrice totale induite dans 
un circuit fermé immobile est 

l'intégrale étant priée le long du circuit; elle devient, par 
application de la formule de Slokes, d'après (i3g) et en 
désignant par «, (3, y les cosinus directeurs de la normale 



Celle formule, où la dernière intégrale représente le flux de 
l'induclion magnétique à travers la surface du circuit, est la 
généralisation de la formule (So), qui supposait implicite- 
ment le milieu ambiant non magnétique el où 4> désignait le 
flux du champ magnétique; elle est posée à litre d'hypo- 
thèse, ou du moins sans raisons bien convaincantes, par 
Maxwell et ses disciples. 

Revenons à la recherche de ce que deviennent les condi- 
tions aux limites (i 38) lorsque les milieux i el a sont parfai- 
tement doux; en remplaçant dans (i3ç/) X-, 3", & P»r leurs 
valeurs (î4), il vienl 

(.4.) y x= ~T \'¥~'^)' 



de sorte que les égalités (i38) deviennent 

|j_d£ . <m'x, / d/ . . d£ dX\ 

(i, dit, "■" |i, \ 'i)x ?, 0x '' dx / 
"'"^Jn,"'" u, V , <'ar"*" P '^«»" , ' lr, *r / °' 

Telles sont les équations aux surfaces séparalives, qui rem T 
placent (i38) quand les deux milieux conligus sonl parfaite- 
ment doux. Dans le cas mixte, où le milieu i est un aimant 
permanent et le milieu a un aimant parfaitemenC doux, on 
jie doit effectuer la substitution (i^i) que dans les deux 
derniers termes de chacune des égalités (i38), ce qui donne 

= 4* v /r(2 1 p,-Di, lïl ), 
où les secobds membres sonl des fonctions données. 



■18. Les s 



t: équations de Maxwell. — On déduit des 



,r/ - _ — — - (— — '%i\ 

ây~ôï ~ yfi ai \ <)y ôt )' 
d'où, d'après (i3g), la première des relations 

*{&-*)-■&—' 

où ol!>„ Db r , iH,. peuvent être remplacés par fi(3C-, 3", %) si le 
milieu considéré est un aimant parfaitement doux. Elles 
constituent les trois premières équations de Maxwell; Maxwell 
et ses disciples les déduisent de l'expression (i4o), admise 
a priori, de la force électromolrice induite dans un circuit 
fermé immobile. 

Les égalités (i3C) donnent d'autre part 



*£_î!2- 



M 



AF- 



ès(io5j"el (io6), la première des équations 
\0y ds <fa V \ * J dxdtj' 



(M5)', 



1 OX. di> 



i*(- 



■A**+j 



<>»v \ 



àx ~ fi Y% V ôyàt)' 

Au lieu de ces équations, Maxwell et ses disciple! 
les suivantes : 



~iï V 



(■4V) 



d.X- dt, 
dT~ 
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qui constituent les trois autres équations de Maxwell. Ces 
dernières sont la traduction analytique généralisée de celle 
hypothèse que le travail du champ magnétique, le long 
d'une courbe fermée enlaçant un courant d'intensité I, est 
égal à — \/ê'bn\. Les équations (i45) conduisent à la même 

proposition, chaque fois que le potentiel électrique est cons- 
tant, c'est-à-dire que les courants sont uniformes. 



CHAPITRE IV. 
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29. Travail élémentaire des forces intérieures. — Impo- 
sons au système une modification virtuelle quelconque; on a, 
d'après le premier principe de la Thermodynamique, 

E«=8s^h-C(8U + SQ), 

C, étant le travail élémentaire des forces extérieures, $2-^- 
el iV les variations correspondantes de la force vive et de 
l'énergie interne du' système, $Q la quantité de chaleur 
dégagée. D'autre part, le théorème des forces -vives appliqué 
à la mime modification donne 

ml des forces inlé- 

(i46) 5, = -Œ(ÎU+8Q), 

ces deux dernières quantités résultant de l'application des 
égalités ( 7 3) et (i3a). 

On peut, sans restreindre la généralité des résultats, 
supposer la modification isolhermique et l'aimantation de 
chaque particule invariable, car cette hypothèse ne modifie 
évidemment pas l'expression des forces électrodynamiques 
et électromagnétiques. Or, toute variation virtuelle 6 peut 
être considérée comme la somme de deux variations, l'une i, 
résultant du déplacement du système sans changement de 
son étal physique, l'autre à, résultant de ce changement 



avec les premières; comme d'ailleurs on peut écrire 

2ll=— y /"/"«(Srfrarfra)- y/"A'(Hrfo</B.'), 

la variation S du second membre portant seulement sur les 
six variables non accentuées relatives à l'élément <ha et la 
variation S' sur les autres relatives à l'élément <fai ', les deux 
intégrales sont évidemment égales; on a' donc 

(i5i) «n =- — /"/«(Srfrarfi»') 

= — — / f (SSdmdm'-t-Sda'ida), 

les variations des second et troisième membres étant rela- 
tives aux seules variables non accentuées correspondant 
à dm. On a ainsi, d'après 049) ei (i5o), 
ss = |/si + is/|, 
„, <«\ ài\ <tf. 

Si'= — Sx h Sv ■+■ -7- St. 

ix iy J iz ' 

et comme 

ff/i£sxdiBdrf= f/Sxdm^ fi'M= ff^lxdm, 

l'égalité (i5i) s'écrit 

— .- ?yws*-£**î")i* 

-*f(\rSf\d* + \F/\Sda). • 
Or, on a également, d'après (ia4), 

a «D = - *f< |/8F -(- F */| rfm + | F/1 8 rfo), • 
d'où, en retranchant membre à membre, 

31. Forces ilectrodynamiques. — D'après (1^7) et (i5i), 
le travail virtuel des force» électrodynamiques a pour exprès- 
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-S/WS— î*-î*)h 

Transformons la première intégrale par une intégration 
pjr parties; en remarquant que les fonctions F, G, H sont 
continues a la traversée d'une surface sr-paralive S de deux 
milieux conligus i et a, mais que le déplacement virtuel 
ô(.r, y. :) peut être discontinu, on a 

= -/"<!/.». Il Fte,| + |/,«,||l'te,|)rfS 

--/[|/(£«-ë^*£-)h|ï|i"-i]-- 

d'où linalement, d'après (101), 
(.54) t = - ïy(|/,., || Ffcr, | + |/,»,|| Fix,|)<S 



De la, les résultats si 

Un système de corps continus isotropes, parcouru par des 
courants, subit deux sortes de forces éleclrodynamiques : 

i» Des forces appliquées à chaque élément de surface de 
discontinuité; en un point quelconque de celte surface 
s'exerce une pression de composantes 

(155) _2!(/.+ »<, + / lï)( K, G, II); 

a" Des forces appliquées a chaque élément de volume du 
milieu; en un point quelconque (a:, y, z) de ce milieu 
s'exerce une force par unité de volume de composantes 

i-*t-'**^B'(ï^*S)J-. 
'-wf-/**'-K'tf*>*2)l- 



Ces expressions font ainsi connaître les forces éleclrodyna- 
miques les plus générales. Si deux milieux conligus i et » 
adhèrent le long de leur surface séparalive, les pressions (i55) 
se composent en une pression unique de composantes 

-^l/.«.+/.«.|(F,G,II), 

qui, d'après (60), est nulle si les courants sont uniforme*,. 
Ces pressions sont donc en général inobservables. 



32. Application aux courants linéaires. — Comme appli- 
cation des formules (i56), nous allons calculer la force élec- 
trodynamique qu'un courant linéaire I' exerce sur un élé- 
ment rfo = <•><& de courant linéaire I; le composante X sui- 
vant Ox de celte force infiniment petite est, d'après (i56), 
(■07) et (99), 

+(^>'^^|^)|ï|]*'. 

les lettres x, y, s ; /, g, h étant relatives à l'élément dm, les 
lettres x", y, z';f, g', h' à l'élément drf = to'ds' du courant 
linéaire I' et l'intégra lion s'élendant à tout le volume de ce 
courant. Or, la première ligne sous le signe somme s'écrit 



/ à- à- di\ 



et comme (/, g, h)da = \{dx, dy, dz),dx, dy, dz étant 
}m composantes de ds, avec des formules analogues relatives 

I â-\ à- 

\ff , dmdm'= H'cos(<fc, <W)<Uds\ 
Comme d'autre part 

\*-x I I d r\ d 7 
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el que, d'après (63), 

l'égalité (i5-) devient, en désignant maintenant, comme au 
n» Ifc, par O) l'angle des éléments ds, ds', 

(.58, X= S,*/(lZ„-^g),.*. 

*' <"j / >"•-> <'•*' i-X d 7, , l„ .. 

"7S rf 'J L" ^ + ~ 5T (*-*'> J ' "' 

Celte expression esl générale; nous allons maintenant la 
transformer en supposant I' continu tout le long de s 1 et nul 
aux deux extrémités de cette courbe si elle n'est pas fermée. 
Nous avons alors, en intégrant par parties el en remarquant 
qu'on peut remplacer dx' par — d(x — x 1 ), puisque l'inté- 
gration se fait le long de s?, 

de sorte, que (i58) devient, en tenant compte de ce que 



Celle formule et deux autres analogues montrent qu'entre 
les deux éléments de courants (I, ds), (I\ ds 1 ) s'exerce une 
force de répulsion dirigée suivant leur droite de jonction et 
ayant pour valeur 

,*>-?[(~ : 4) : 

( d 'r,W * r..ù\ | i-t-X dl M' \. .. 

En particulier, si l«s courants I, I' sont uniformes, les 
dérivées j-. —, sont nulles et l'expression (i5g) se réduit a 

la formule d'Ampère. 

Remarquons que le dernier terme de (199) est indépendant 
de la distance rdesdeux éléments; ce résultat serait inaccep- 
table si l'action mutuelle de deux éléments de couranls 
devait être regardée comme une réalité physique, alors 
qu'elle n'est qu'une abstraction. La seule réalité physique 
est l'action d'un courant fini I' sur un élément de courant, 
et la formule (i58) monlre que celte action tend bien 
vers zéro, quand la dislance du courant I' à l'élément aug- 
mente indéfiniment. 

33. Forces électromagnétiques. — Développons l'exprès- 

du travail élémentaire des forces électromagnétiques, ou ♦, 
V, St sont les fondions de x, y, s, (définies par (110) ou 
(118). Dnbem en a effectué le calcul en faisant intervenir 
dans l'expression de d$ les dérivées secondes de-> ce qui 
conduite des intégrales n'ayant de sens que si r n'est nul en 
aucun point du champ d'intégration. Les formules ainsi 
donoées par Du hem supposent donc essentiellement, ainsi 
qu'il le dit lui-même, que les aimants et les courants n'ont 
aucune partie commune; nous allons calculer Mf en nous 
•krancliissajit de celle restriction. 
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Parlons à cet elTet des formules (1 18) «1(117), que nous 



: . arc. ^)=/i^®> ,/„,-, 



où X, i»., © sont des fonctions de l et des coordonnées 
{, m, C de l'élément dm", que nous accentuons pour le distin- 
guer de l'élément dm de coordonnées x, y, z. On a 



\ ' <>y * <): 

relatives aux 
1 de dm'; d'où 



i i' étant relatives aux seules variations 
£(£• ii C) des coordonnées de dm'; d'où 



■*■ ^(/s'Jrt)-*- ^«'ot- - '^«.)ib 

et, par suite, en remarquant que e"(.Ç_, 01U, SU) sont des 
fonctions de x, y, z continues dans tout l'espace, 

c*,) yv»i^=/|/(£«*+£».r+g«.)|*-'-A. 

en posant 

(161) A= y"|(P,/, + P,/,lS'0I.-(ï,/, + Y,/,):8'3R|</S 

Or, on ne change évidemment pas la nature des forces 
électromagnétiques en considérant, avec Ouhem, une modi- 
fication où chaque particule dm 1 se déplace à la façon d'un _ 
solide, auquel le vecteur -3 soit invariablement lié; dans une 
telle modification, on a i'dw'= o et 

s'J^. = e»'-'*6.•, s'ib, = xur- e<*, 8 , e = *«-A»', 

(<■>, u', u') étant la rotation moyenne correspondante de la 
particule dm' ; d'où 



WW^&I)* 



Ces variations ne dépendent de x, y, s que par l'intermé- 
diaire de r; si donc on considère les fonctions <£', $', A' de 
l, -o, C, t définies par trois égalités telles que 

qui deviennent par une transformation évidente 

d'après (107) et en tenant compte de ce que ^ =— -jr-, •••. 
l'expression (161) devient 

±*=-f\{*.'§+*>%+ef)*+(*<*-eV»\<<<><- 

L'expression (160) s'écrit par suite 
(■6D ^/l/S*l«'«» 

: */V(S**S**ï")l* 
-/l(*f**t- e f) ,i *<»-*-'^ > -l' to - 

où 9, Ç, A sont des fonctions de %, m, Ç, l définies par les 
formules (107), où l'on a permuté les lettres x, y, z el Ç, n, C. 
On a ainsi, d'après (i^8) et (i6a), 

- ^/■|(*î-*1-«ï i )'«*<«-««)'k: 

Or, les deux premières intégrales sont analogues à celles 
de (i53) ; de aorte que, par un calcul analogue a celui qui a 
conduit à (i54), où les fonctions 9, ^, A aéraient remplacées 
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par leurs valeurs (101), il vienl en définitive 
:' = -^ •?/(!/.«! ll*8r 1 ! + |/,«,||.|.&r,|)rfS 

-WIMS-SHGÏ-SMÉIH* 

-<*/](■*■**'■% *^)«*<«-ot.-|*. 

les deux intégrales triples étant étendues au système entier. 
Les deux premières intégrales font alors connaître les actions 
de l'aimantation sur les courants, la troisième les actions des 
courants sur l'aimantation. De le, les résultats suivants : 

Un système de corps continus isotropes aimantés et par- 
courus par des courants subit quatre sortes d'actions élec- 
tromagnétiques; l'aimantation exerce : 

i» Des forces appliquées à chaque élément de surface d'un 
conducteur; en un point quelconque de celte surface s'exerce 
une pression de composantes 



a° Des forces appliquées à chaque élément de volume d'un 
conducteur; en un point quelconque (jr, y, s) de ce conduc- 
teur s'exerce une force par unité de volume de compo- 



-*<"[-'(S-?MS-SH(*-**S)]" 

Les courants exercent : 

i° Des forces appliquées a chaque particule aimantée; en 
un point quelconque ((,D,C) du milieu aimanté sTexerce une 
force par unité de volume de composantes 
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1° Des couples appliques à chaque particule aimantée; en 
un point quelconque (£, v>< Ç) du milieu aimanté s'exerce un 
couple par unité de volume de composantes 

— ,/?( iM. - S?,). - yT< 3'1' - A»* ), - fî(A.% - H!>«). 

Telles sont les actions électromagnétiques les plus générales ; 
elles coïncident avec celles données par Duhem dans l'hypo- 
thèse que, les courants sont distincts des aimants. Si l'on 
remarque que — yV(<P, $, &) est le champ magnétique créé 
par les courants au point (Ç, m, Ç) où se trouve la particule 
aimantée <fa', on voit, d'après (11), que le champ magné- 
tique d'un courant exerce sur un aimant les mêmes actions 
que le champ magnétique d'un aimant. 



CHAPITRE V. 

S KQUATIONS GKNBRAI.K8 DU LKI.BCTRODÏNAUIQUE. 



31. Le problème général de i Élcclrodynamique. — Le 
problème général de l'Éleclrodynamique consiste i déter- 
miner à chaque instant l'étal électrique et magnétique d'un 
système, connaissant son étal initial. Nous allons voir que, si 
l'on connaît le potentiel vecteur total (S, (,', X) d'un sys- 
tème en repos, toutes les grandeurs définissant l'étal élec- 
trique et magnétique du système sont déterminées, 

En effet, d'après (137), le potentiel électrique V s'obtient 
par une quadrature; le champ électrique (X, Y, Z) se trouve 
ensuite déterminé par(ia3), la force éleclromotrice totale 
(E*, E r , E.) par (m), le courant de conduction (u, v, tv) 
par (67), l'intensité de polarisation (A, B, C) par (44 )i le 
courant total (/, g, h) par (58), les densités électriques 
cubique e et superficielle tf par (3i) et (3a), l'induction 
magnétique (ilb x , A,, i)!> t ) par (i3g), le champ magnétique 
(Si, ,7. &) par (10) à l'inlérievr d'un aimant permanent, par 
(i3c/) à l'intérieur d'un aimant parfaitement doux; dans ce 
dernier cas, l'intensité d'aimantation (X, tlV, 6) s'obtient 
par (a4). Enfin, le potentiel magnétique *? est déterminé 
par (a). 

Nous avons antérieurement reconnu que les fonctions 
3, Ç, 3C sont continues à la traversée d'une surface sépara- 
live et satisfont aux conditions (i38), (i4?)ou(i43), suivant 
que les deux corps conligus sont tous deux des aimants per- 
manents, des aimants parfaitement doux, ou que l'un est un 
aimant permanent, l'autre un aimant parfaitement doux. 
Cherchons'donc maintenant les équations indéfinies que 
vérifient ces fonctions, en supposant pour simplifier chaque 
corps homogène et dépourvu de forces électromotrices 
hydro-électriques; considérons tout d'abord le cas d'un 
aimant parfaitement doux. 



En posant pour abréger 

u< ' - <lr <»^ lit 

la première (i i5) devient, d'après («4) « ('39'), 

La première (106) devienlalors, d'après la première (1 n), 

«,„, „_!£■(,,-*). »[_*,„._„«], 

Mais la première (58) s'écrit, d'après (n3) et (44), et en 
remarquant que, par suite de l'homogénéité et l'absence de 
sources hydro-électriques, les formules (67) se réduisent à 

(165) f(«, i-, •-) = (X, Y, Z), 

1 / dX A à$\ .d_( àX ±_(>$\ 

de sorte que (16$) devient la première des équations 

('«) ,x »-»*^ p -»-**; /iir\ t v- «)' ■ 

Iax ■*,<> /k t <«e\ a <» /4« v h>-x <>v\ 
(— -»' ! Mt + *t)-^ «(—*-•- "V-*)- 

En dérivant ces équations par rapport a*f et en tenant 
compte de (iÎ7), (i63), il vient les équations cherchées: 

ÏT— - a *** x 5?l7 -** j+clT*"*""^ 3?)-°- 

V- <H <"* V P rt/'j'Vp,!»-*/ 

Cherchons maintenant ce que deviennent ces équations 
a l'intérieur d'un aimant permanent. D'après (n5),'A# a 
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une valeur donnée indépendante de l, de sorte que, au lieu 
de (i6.i), on a 

En dérivant par rapport à l, A4> disparaît et, comme l'ex- 
pression de / n'est pas changée, on aboutit aux équations 
(167) où l'on fait ft = i. 

Les équations indéfinies (167), jointes aux conditions aux 
limites (i38), ou (itfa), ou (i43) et aux conditions initiales, 
déterminent alors sans ambiguïté les Tondions S, (j, X 
à cliaque instant, de sorte que le problème général de l'Élec- 
trodynamique se trouve résolu. 

Avant de traiter de l'intégration des équations (167), nous 
allons former les équations indéfinies du potentiel électrique 
et des champs électrique et magnétique, qui se rattachent 
au type (167), comme nous allons le voir. 

Dérivons (166) respectivement par rapporta x, y, 3 et 
ajoutons membre & membre; il vient, d'après (137), (i63) 
et ($6), l'équation indéfinie du potentiel électrique 

.*«i(-«*'? ï PS)« 

Dérivons maintenant (167) par rapport à t et remplaçons-y 
à{9, ff, 3C) par leur9 va | eurs tirées de (ia3). En posant 



ël en tenant compte de (168), il vient les équations 
du champ électrique 

U3r--»SG**S) 



il les mêmes que celles du potentiel vecteur total; 



on doit encore y faire u.=»i a l'intérieur d'un aimant per- 
manent. 

Enfin, la deuxième (166), dérivée par rapport à s et 
retranchée de la troisième dérivée par rapport i y, donne, 
d'après (139) et (46), la première des suivantes : 



où Ton devra faire u.= i à l'intérieur d'un. aimant per- 
manent et où l'on pourra remplacer (al!*, Dl> yl i(l>,) par 
(36, &, %) i l'intérieur d'un aimant parfaitement doux. 

Cela posé, il résulte d'un théorème de Clebsch généralisé 
par Duhem que l'intégrale des équations (167) est de la 

Iv _ av «m _ JQ 
ôt "*" dy ôz' 
,. dU dV <)R 
« = £ + §_!£, 
V étant une intégrale de l'équation aux dilatations 

et P, Q, R trois intégrales de l'équation aux rotations 
(, 7<) (K-O^^-^AW^, 

liéea par la relation 

<■*> £-g*S- 

D'une manière générale, on convient de dire que l'équa- 
tion (173) est celle de» perturbations longitudinales et (174) 
«elle des perturbations transversales. 
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Comme les équations (170) du champ électrique sont 
identiques a celles (167) du potentiel vecteur total, celle 
(iu8) du potentiel électrique à celle (173) d'une perturbation 
longitudinale et celles (171) du champ ou de l'induction 
magnétique à celle (i-.'i) d'une perturbation transversale, on 
peut dire, d'après (17a), que le potentiel vecteur total et le 
champ électrique résultent chacun de deux perturbations, 
l'une longitudinale, l'autre transversale, tandis que le poten- 
tiel électrique est une perturbation longitudinale cl le champ 
magnétique une perturbation transversale. 

IDn outre, l'application de la méthode d'Ilugoniot aux 
équations (173) et (17/1) montre que les perturbations longi- 
tudinales se propagent dans le milieu v considéré avec la 
vitesse L définie "par légalité 
'"" ~"' L " ' e K 

->'■ ,,,,,»„..,, ,-/,YU 

tandis que les perturbations transversales se propagent avec 
la vitesse T définie par l'égalité 



35. Relation entre la constante fondamentale des actions 
électrostatiques et la constante fondamentale des actions 
èlectrodynamiques. — Il est facile de voir que le rapport =; 

est égal au carré d'une vitesse. Celle relation très importante 
fait intervenir les constantes K et ft des milieux homogènes qui 
interviennent dans la mesure dece rapport; comme elle a été 
l'objet de discussions récentes a la Société française de Phy- 
sique, nous allons rétablir en exposant sommairement une 
des nombreuses méthodes par laquelle le rapport en question 
peut être mesuré. 

Au moyen d'un commutateur tournant, un condensateur 
plan de surface d'armature S, muni d'une lame isolante 



, 8 cn*«T«v. , 

d'épaisseur e el de pouvoir inducteur spécifique K, donc de 
capacité C = t^> esl chargé el déchargé N fois par unité 
de temps dans un galvanomètre balistique; la durée <fun 
tour du commutateur étant supposée très petite par rapport 
a la période d'oscillation du galvanomètre, celui-ci accuse 
une déviation constante a, qui est celle qui correspondrait 
è un courant constant NCE, E étant la force électromotrice 
de la pile de charge. On a donc 

a = M NCK, 

9C étant la constante du galvanomètre. 

Faisons maintenant débiter directement la pile sur le gal- 
vanomètre; on observera une déviation a'=X-^, R étant la 
résistance totale du circuit; d"où 

(, 7 8) £ = NCH = NnJ^. 

D'autre part, au centre d'un long solénoïde portant N' 
spires par unité de longueur et traversé par un courant I, 
faisons tourner à la vitesse angulaire constante u une petite 
bobine plate de surface totale S' autour d'un axe normal a 
celui du solénoïde. D'après (i4o), la force éleclromolrice 
induite dans la bobine est alternative el son n 



étant le champ magnétique uniforme créé par le solénoïde 
et fi la perméabilité du milieu ambiant; la force éleclromo- 
lrice induite ma'xima esl donc 



Au moyen d'un appareil de zéro, ajustons o> de façon que 
cette force électromolrice fasse équilibre à la forte éleclro- 
molrice RI prise sur le circuit alimentant le solénoïde; il 
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tl« sorte que, en remplaçant R par cette valeur dans (178), 
il Vient une relation qu'on peut écrire 

£ = £ SS'NN'... K jt_ 

K, étant, par exemple, le pouvoir inducteur spécifique du 
vide, p, sa perméabilité. On voit que le second membre est 
homogène au carré d'une vitesse et immédiatement calculable, 
car l'expérience fait aisément connaître les rapports — el — • 
On a trouvé pour celte vitesse celle i> de la lumière dans le 
vide; d'où, la relation fondamentale cherchée 



que la plupart des auteurs écrivent en égalant e et — à 
l'unité. De là, des contradictions multiples, dont la première 
est que le produit Kp cesse d'être un nombre abstrait, 
énoncé en contradiction avec les formules de définition (46) 
el (35') de K el de p.. 

30. Hypothèse de Faraday-Mossolti. — D'après les expé- 
riences de Hertz el de ses continuateurs, la vitesse de propa- 
gation des perturbations électromagnétiques transversales 
dans le vide est égale a celle v de la lumière dans ce même 
milieu; on a donc, d'après (177), 



£-(K,-i)H. 



Celle égalité n'esl compatible avec (179), aux erreurs d'ex- 
périences près, que si K,— 1 diffère très peu de K„ c'est- 
à-dire si K, est un nombre très grand par rapport à l'unité. 
Comme d'ailleurs K, est le plus petit des pouvoirs inducteurs 
spécifiques connus, on se trouve conduit, pour concilier la 
formule (177) avec l'expérience, à énoncer le postulat sui- 
vant appelé par Duhem Hypothèse de Faraday-Mossolti : 

Le pouvoir inducteur spécifique d'un corps quelconque 
est un nombre très grand par rapport à l'unité. 



Ce postulai n'est pas contraire à l'expérience, puisque 
celle-ci ne nous fait connaître que des rapports de pouvoirs 
inducteurs spécifiques. j 

Par suite de l'hypothèse de Faraday-Mossolti, le courant 
de polarisation de llelmholiz coïncide très sensiblement avec 
le courant de déplacement de Maxwell (n« 11)," de' sorte que 
le courant total {/, g, h) a la même signification dans lés 
deux théories. D'autre part, la formule (176) devient 



«Ile exprime que les perturbations longitudinales se propagent 
avec la même vitesse dans tous les corps; d'autre part, 
('équation (168) devient 

<■•■> Ç(-«-»?S) . 
-.J(-.«*i?3) — 

Or, les formules (ia3) donnent, d'après (137) et (169), 
que (181) deviei 



<,„, ..-..V^g, 



<lM) ^0+K§ = o, 

■d'où, en intégrant, 

0«4) •-«.."TÊ', 

$, étant la valeur initiale de 8. On en conclut que le champ 
électrique est transversal dans un milieu isolant et tend a le 
devenir dans un milieu conducteur. 

37. Valeur de la constante de Helmholtt. — .L'équa- 
tion (3i) dérivée par rapport a t s'éorit, d'après (56), (i65), 
OM)ei(i6o), 
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o éliminant AV entre celle équation et (18a), 

<«. K M .A'd'V 
_0+K- = a— -3JJ-, 

exige qu'on ail, d'après (i83), 



Si l'on satisfaisait à celle condition en annulant —, 
V serait une fonction parabolique de f, et il en résulterait 
que le potentiel électrique d'un système abandonné à lui- 
même augmenterait indéfiniment en chacun de ses points, ou 
resterait slationnaire. Celle conclusion étant en contradic- 
tion manifeste avec l'expérience, on ne peut satisfaire à 
l'équation ci-dessus qu'en posant X = o. Ainsi, lacorutante 
de Helmholli est nulle. Il résulte alors de (180) que L esF 
infini, de sorte que les perturbations longitudinales nese^ 
propagent plus. y ; L -, , ^ 

38. Équations définitives du potentiel électrique et du 
-potentiel vecteur total. — En annulant a dans (181), il vient 
comme équation indéfinie du potentiel électrique, qu'on doit 
désormais substituer à (168) ou (181), 

! (l85 ) a(^'v+k£) = o. 

Dans le cas où le système est constitué par un seul corps 
homogène indéfini, p et K sont constants dans tout l'espace 
et l'équation précédente se réduit a 



la loi de variation de V est alors analogue à celle (1 84) de la 
fonction 6. D'autre part, l'équation (3i) s'écrit, d'après (44) 

4V = 4«(-e-i-*9) - 

et, comme AV et 9 vérifient la même équation (i85) ou(i83), 
SI en est de même de la densité cubique e. Celle-ci s'évanouit 
donc asymptoliquement suivant la loi (i84), de sorte que la 
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distribution électrique tend i devenir purement supei 
fîcielle. 
Les équations (166) s'écrivent de même 

j |i i*\f àt I 

*. i 



d'où, d'après (i85), les équations indéfinies du potentiel 
vecteur total, 



J^ÇfJC) 4 « <>(£(,, 3C ) 



T<* J 



qu'on doit substituer dorénavant aux équations (167) et où 
l'on doit faire (1 = 1 dans les aimants permanents. Daas le 
cas d'un seul corps homogène indéfini, ces équations se 
réduisent a 



D'autre part, l'équation (137) se réduit à 



de sorte que le vecteur (§, Ç, X) est transversal. Les condi- 
tions aux limites (1 38), (i4a) ou (i43), que vérifie ce vecteur, 
étant indépendantes de A" et de X ne subissent aucune modifi- 



3». Équations définitives du champ électrique. — On a, 
d'après (n3), 



*L{{H.4^*± 
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d'où, en substituant dans la première (186), 

1* s/f.\ P àt) ■ 

Maisons, d'après (ia3), 

._ <>4V à àlâ 

AX =- £ ^T-75-5T 

«t, d'après (183), 0=— tAV; d'où 
1 Si» à /4-e 



AX-E-Ç^ 



(^*«ï)' 



De là, la première des équations indéfini 
électrique 
/.mi „*(X.Y.Z) , CWT.I) 



-51-E^X.T..,-^-^]. 



qu'on doit substituer dorénavant aux équations (170) et où 
l'on doit faire fi = i dans les aimants permanents. L'inté- 
grale de ces équations est de la forme 



Z *U" .. *Q _ ^ 

iM «x àjr' 

(j étant une intégrale de l'équation aux dilatations 

«t P, Q, R trois intégrales de l'équation aux routions . 

liées par la relation (i 7 5). D'après (i83) ou (184), le chi 



électrique est transversal dans un milieu isolant et tend à le / 
devenir dans un milieu conducteur. / 

Ainsi que nous l'avons fait (n« 27) pour le potentiel vte-l 
leur total, cherchons les conditions aux limites qui, jointes 1 
aux équations indéfinies (188) et aux conditions initiales, 
achèvent de déterminer le champ électrique en chaque point 
du système, en supposant toujours chaque corps homogène 
et la force électromotrice hydro-électrique nulle. 

Les égalités (ia3), écrites en deux points infiniment voi- 
sins de part et d'autre de la surface séparalive de deux 
milieux 1 et a, donnent, par suite de la continuité du vec- 
teur (£, (,\ 3C), 

>*-.*i-(£-£)~ 

Mais, l'égalité (3a) dérivée par rapport à t devient, d'après 
(5 7 ),(i65)el(M), 

d'où, en éliminant V et d'après (46), 

Il résulte de celle égalité qu'à la traversée d'une surface 
séparalive la composante normale du champ électrique est 
discontinue. 

Soient, d'autre pari, a, (3, y les cosinus directeurs d'une 
demi-tangente Mt menée en M à la surface séparalive S; on 
déduit des égalités (ia3) écrites de part et d'autre de M, eo 
remarquant que la continuité de V à travers S entraîne celle 
dé s* dérivée suivant Mt, 

|«(X,-X,,| = o, 

condition qui exprime la continuité de la composante tan- 
gentielle du champ électrique et qui équivaut aux deux. 



«1 0» «« pi "U P« ïi «H» ïi 
avec le même indice dans les (rois dénominateurs. Remar- 



I.RS ÉQUATIONS CKNÉBALH9 DE L'ftLECTaODTNAHIQUB. 85 

«liions que les conditions aux limites (189) et (190) sont 
indépendantes de l'hypothèse de Faraday-Mossolti et de la 
valeur attribuée à >.. 

40. Équations définitives du champ magnétique. — Les 
équations du champ magnétique à l'intérieur d'un aimant 
parfaitement doux sont, d'après (171) et l'hypothèse de 
Faraday-Mossolti, 



L e d(.v,.T.t- . 



i(.X,7,ï,) = o. 



A l'intérieur d'un aimant permanent, on doit y faire u. = 1 
cl remplacer e "V-, 7, %> par K!> x , Db y , tfi,,. 

Passons à la recherche des conditions aux limites à joindre 
aux équations (191); les équations (i36'), qui définissent le 
champ magnétique en tout point du système, écrites en 
deux points infiniment voisins de part et d'autre de la sur- 
face separalive de deux milieux 1 et a, donnent, par suite 



de la continuité des dérivées — - r 



d(F, G, H) 
d(*,/,s)' 



d'où, d'après (8) cl (10), 

|«iU!.,x-t-«i«b.x| = o. 

Celle condition est valable aussi bien pour les aimants 
parfaitement doux quepiur les aimants permanents; en par- 
ticulier, si les deux corps contigus sont des aimants parfai- 
tement doux, elle s'écrit 
(i 9 î) |i.|a.A:. 1 | + u 4 |« t .V,| = o. 

Il résulte de ces égalités qu'à la traversée d'une surface 
separalive la composante normale de l'induction magnétique 
est continue et celle du champ magnétique discontinue. 

Soient encore a, (3, y les cosinus directeurs d'une demi- 
tangente Mr menée en M & la surface separalive; nu déduit, 
de mime, des équations ( 1 36') 

|a(.V,-.X 1 )|-o, 



/ 
/ 

avec le même indice dans les trois dénominateurs. A la sur- 
face separative de deux aimants permanents, ces relations 
pourront s'écrire en y exprimant f\-, Jf, % en fonction 
de i>!< z , il!.,. \li> : d'après (10), ce qui donnera par exemple 
|<.[ll!, lr - il!.,,.- .{«'(A.,- A.,\\\ = o. 

Il résulte de ces égalités qu'à la traversée d'une surface 
separative la composante langcnlielle du champ magné- 
t et celle de l'induction magnétique dis- 



H. Comparaison des équations obtenues avec celles de 
Maxwell. — Les équations indéfinies (i85), (187) du poten- 
tiel électrique et du potentiel vecteur total, auxquelles nous 
venons d'aboutir en dernière analyse par l'application de 
l'hypothèse de Faraday-Mossolli et en annulant la constante 
de Helinhollz, sont identiques à celles de Maxwell et il en est 
de même des équations indéfinies et aux limites (188), (189), 
(igo), (193), (ig3) des champs électrique et magnétique. 

D'une manière plus précise, certaines de nos équations 
coïncident avec celles de Maxwell indépendamment de l'hy- 
polftèse de Faraday-Mossotli et de la valeur attribuée à la' 
constante X de Helmholtz. C'est, par exemple, ce qui a lieu 
pour le premier groupe 044) des équations de Maxwell el 
pour les conditions aux limites (189), (190), (193), (193) 
des champs électrique el magnétique. D'autres coïncident 
avec celles de Maxwell dès qu'on y fait ï. = o, comme cela a 
lieu pour (137). D'autres, enfin, deviennent extrêmement 
voisines de celles de Maxwell, c'est-à-dire coïncident avec 
elles à la limite, donc conduisent aux mêmes résultats aux 
erreurs d'expériences près, soit en vertu de la seule hypo- 
thèse de Faraday-Mossolli, comme cela à lieu pour les équa- 
tions indéfinies (171) du champ magnétique, soit en vertu 
de cette hypothèse et de ce qu'on y fait ). — o. A celle der- 
nière catégorie appartiennent les équations indéfinies (168), 
(167) et (170) du potentiel électrique, du potentiel vecteur 
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total et du champ électrique, qui, a In limite, deviennent 
celles (i85), (187). (188) de Maxwell, et aussi les équations 
(i45) qui, a la limite, deviennent le second groupe (i/{5') 
des équations de Maxwell. En effet, le courant de déplace- 
ment de Maxwell étant extrêmement voisin du courant de 
polarisation de llelmhollz en vertu de l'hypothèse de 
l-'araday-Mossolli (n° 11), il en est de même du courant 
total (/, g, h); or, d'après (58), <i65), (44) et (n3), la 
quantité — 4n/ de la première 045) peut être regardée 
comme une somme de termes, dont l'un est fatls t— r- et 
par rapport auquel le second terme j^ de la parenthèse est 
négligeable. 

On sait, enfin, qu'une des hypothèses essentielles de 
Maxwell se traduit par l'équation YjL = o. Or on a, d'après 
(i45)el( 1 84), 

«m i dt.\ o .do 
Sl-ïî-ar -?-**■ 

La divergence du courant total est donc extrêmement 
petite en vertu de l'hypothèse- de Faraday-Mossolli et de 
l'équation (i83). 

Nous pouvons donc dire, en définitive, que tous les résul- 
tats essentiels dus|a Maxwell, que ses successeurs se sont 
efforcés de conserver, se trouvent atteints naturellement par 
la théorie de Helmhollz-Duhem. Comme celle théorie a 
l'avantage de se développer suivant les règles d'une logique 
impeccable, de ne point briser la tradition et de s'appliquer 
tout aussi bien aux aimants permanents qu'aux aimants par- 
faitement doux, elle constitue, selon nous, la seule véritable 
démonstration des équations de Maxwell qui ail été donnée 



12. Les unités électriques. — Duhem écrivait, il y a 
3oans('): 
« Un exposé des principes qui régissent le choix des 

(') P. Duueh, Leçons tuf l'Électricité et le Magnititme, t. III. 



unités électriques semblera peu 1-4 Ire quelque peu déplacé 
dans le présent Ouvrage, tant à cause de son caractère élé- 
mentaire que du nombre des exposés analogues qu'on trouve 
dans les divers Traités; aussi, noire première intention 
n'cuil-ellc pas de nous arrêter à l'examen de ces principes. 
Mais la lecture attentive des Traités et des Manuels répandus 
dans l'enseignement nous a révélé combien ces principes, 
bien simples en apparence, étaient en général méconnus. 
Les erreurs les plus graves entachent les pages que plusieurs 
auteurs consacrent aux unités électriques. » 

Ces réflexions sont encore d'actualité aujourd'hui. Beau- 
coup de physiciens continuent d'enseigner que le système 
électromagnétique est défini en égalant à l'unité la con- 
stante c' de la loi de Coulomb des actions magnétiques, que 
le produit K,fi ( du pouvoir inducteur spécifique du vide par 
sa perméabilité est l'inverse — du carré de la vitesse de la 
lumière dans le vide, que, dans tout système d'unités, une 
intensité de courant est égale à la puissance d'un feuillet 
magnétique, etc. De telles affirmations nous obligent ainsi 
à revenir sur un sujet qui devrait être classique depuis 
longtemps. 

Nous avons vu qu'il y a en Électricité et en Magnétisme 
trois constantes fondamentales : celle t des actions électro- 
statiques, celle t' des actions magnétiques el celle — des 
actions éleclrodynamiques, liées par la relation 



Cette relation étant indépendante de t', le plus simple est 
de définir une fois pour toutes les unités magnétiques en 
faisant «' = > dans la loi de Coulomb V = t'^~- des actions 
magnétiques, qui fait connaître la force de répulsion qu'on 
observe entre deux masses plongées dans un milieu iiripola- 
risable. Si, par exemple, les unités fondamentales de lon- 
gueur, de masse et de temps sont les unités C. G. S., nous 
«urons ainsi défini les unités magnétiques C. G. S. 
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Les unilés magnétiques étant ainsi définies, il y a deux 
façons simples de définir les unités électriques : soit en 
donnant une valeur arbitraire à e, d'où il résultera, d'après 
(i-9),Junc valeur déterminée pour — ; soit en procédant de 
la façon inverse. Nous aurons défini dans le premier cas le 
système électrostatique ; dans le second, le système électro- 
magnétique ou le système éleclrodynamique , suivant la 
valeur numérique particulière attribuée à — • 

Or, nous savons (n° 9) que la force de répulsion qu'on 
observe entre deux conducteurs plongés dans le vide, por- 
tant des charges q, q' et situés à une distance r très grande 
par rapport à leurs dimensions, est 

Le système" électrostatique définit donc l'unité de masse 
électrique eD|faisant, dans (igfl),-^- = 1; on en déduit les 
autres unités électriques d'intensité, de potentiel, de capa- 
cité, de résistance, etc., par des formules usuelles. Les 
actions électromagnétiques et électrodynamiques se calcu- 
leront ensuite au moyen des formules générales de PEleclro- 
magnétisme et de l'Électrodynamique et à l'aide des unités 
magnétiques et électrostatiques ci-dessus définies; mais, 
d'après (179), la constante — devra y recevoir la valeur 



Comme, d'ailleurs, on oe mesure que des rapports de per- 
méabilités, on peut, sans risquer de contradiction expéri- 
mentale, poser (i,= 1, ce qui revient a admettre que le vide 
n'est pas magnétique. Le système électrostatique est ainsi 
caractérisé par les valeurs 

1 , 31» 1 

_ = ,, .=1, _ = _ 

des trois constantes fondamentales. 

Inversement, le système électromagnétique est défini par 



s fondamentales, el le système électro- 
dynamique par les valeurs 

*'=■• ■'-• i = v i 

de ces mêmes constantes. On comprend ainsi pourquoi les 
unités électrodynamiques ne diffèrent des unités électro- 
magnétiques que par un coefficient purement numérique. 
On voit, en outre, que les unités magnétiques sont Its 
mimes dans les trois systèmes, ce qui tient, comme nous 
l'avons vu, à ce fait que ces unités sont définies antérieure- 
ment à toute unité électrique. En particulier, le gauss est 
l'unité C.G.S. de champ el d'induction magnétiques; celte 
unilé n'esl ni électrostatique, ni électromagnétique ou élec- 
trodynamique; elle est C.G.S. tout court. 

Les propositions précédentes diffèrent trop de celles cou- 
ramment enseignées pour que nous n'expliquions rapide- 
ment les raisons de celte discordance. 

La plupart des auteurs écrivent les lois de Coulomb dans 
le vide sous la forme 

K. n ' . h. i* 

La première équivaut à faire £ = i dans (194) ; la seconde 
est une transposition par analogie de la première, mais illé- 
gitime, car nous ayons vu (n°9) que. les actions magné- 
tiques ne peuvent être exprimées par la mime formule glo- 
bale que les actions électriques. D'autre part, ces même» 
auteurs égalent a l'unité le coefficient — y 7 ? de la loi de 
Laplace dans tout système d'unités; cette façon de procéder, 
jointe aux deux formulés ci-dessus, les conduit à la relation 

qui remplace la nôtre (179). En définitive, ces formules 
reviennent à égaler à l'unité chacune des trois con- 
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slanlcs fondamentales s, t', —, el cela dans lout système 
d'unités. 

Les contradictions résultant de tels procédés ne lardent pas 
à se manifester; par exemple, dans le système électrostatique, 
où K, devient égal à i par définition, u., devient égal à -!;, 
donc cesse d'être un nombre abstrait, résultat en contradic- 
tion avec les lois les plus certaines de la polarisation ma- 
gnétique. De même, d'après (79), une intensité de courant 
serait, dans lout système d'unités, i-gale a la puissance d'un . 
feuillet magnétique, ce qui revient à dire qu'une masse 
magnétique serait toujours le produit d'une quantité d'élec- 
tricité par une vitesse. 
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